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Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Differential-Rechnung  habe 
ich  bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden,  die  Integral-Rechnung 
behandelnden  Bandes  die  didaktische  Seite  besonders  berücksichtigt. 
Ich  bin  deshalb  bei  der  Anordnung  des  Stoffes  zuweilen  von 
dem  gewöhnlichen  Lehrgange  abgewichen;  so  z.  B.  habe  ich  zu 
Anfang  das  Integral  als  eine  reine  Umkehrung  des  Differentials 
definirt  und  erst  später  den  Begriff  desselben  erweitert. 

Nach  dieser  höchst  einfachen  und  leicht  fasslichen  Definition 
habe  ich  unmittelbar  die  Methoden  vorgetragen,  die  zur  Be- 
stimmung des  allgemeinen  Integrals  führen.  Die  zahlreichen 
Uebungs-Beispiele,  welche  hierbei  eingeschaltet  sind,  dürften 
um  so  mehr  am  Platze  sein,  weil  es  erfahrungsmässig  feststeht, 
dass  zum  weiteren  Eindringen  in  diesen  subtilen  Theil  der 
Mathematik  grosse  Gewandtheit  in  den  arithmetischen  Opera- 
tionen und  klare  Uebersicht  über  dieselben  durchaus  nothwendig 
ist,  und  dass  dem  Anfänger  an  einem  Beispiele  oft  Manches 
klar  wird,  was  ihm  in  der  allgemeinen  Theorie  nur  halb  ver- 
ständlich geworden  oder  ganz  unverständlich  geblieben  ist. 

Es  liegt  in  der  Natur  des  Menschen,  dass  er  nur  selten 
eine  allgemeine  Theorie  auf  einmal  erfasst ;  in  der  Regel  steigt 
er  von  speciellen  Fällen  zur  allgemeinen  Theorie  hinauf.  Die 
Geschichte  der  Wissenschaft  giebt  hierfür  viele  Belege;  so  z.  B. 
waren  die  Gesetze  des  freien  Falles,  des  Pendels  und  der  Pla- 
neten-Bewegungen schon  lange  bekannt,  als  sie  in  ein  allgemeines 
Gesetz,  das  Gravitations- Gesetz,  zusammengefasst  wurden. 


IV  Vorrede. 

An  die  Behandlung  des  allgemeinen  Integrals  (Seite  1 — 134) 
hätte  ich  die  Behandlung  des  bestimmten  Integrals  und  der 
dahin  gehörigen  Untersuchungen  (Seite  162 — 242)  unmittelbar 
anreihen  können.  Ich  habe  jedoch  das  Capitel  über  die  Qua- 
dratur der  Curven  (Seite  135—161)  dazwischen  eingeschaltet, 
theils  um  hieran  die  Bedeutung  der  Litegrations-  Constanten 
und  die  Ermittelung  des  Werthes  derselben  zu  erläutern; 
besonders  aber,  um  mir  hierdurch  ein  ausgezeichnetes  Mittel  zur 
Behandlung  der  bestimmten  Integrale,  der  Doppel-Integrale  u.s.  w. 
zu  verschaffen.  Diese  Anordnung  dürfte  schon  durch  die  Para- 
graphen 45 — 50  allein  gerechtfertigt  werden.  Die  Differential- 
Gleichungen  sind  nur  soweit  behandelt,  als  sie  dem  wissen- 
schaftlichen Techniker  unentbehrlich  sind.  Ich  konnte  mich 
zu  dieser  Einschränkung  um  so  eher  entschliessen,  weil  ich 
hoffe,  dass  den  beiden  ei'schienenen  Bänden  (welche  übrigens 
für  sich  ein  Ganzes  bilden  sollen),  später  noch  zwei  andere 
Bände  über  Differential-  und  Integral-Rechnung  folgen  werden. 

Hannover,  d.  16.  August  1863. 

M.  Stegemann. 


Vorrede  zur  vierten  Auflage, 


Der  ungewöhnlich  starke  Absatz,  welchen  die  Integral- 
Rechnung  von  Stegemann  gefunden  hat,  ist  ein  Zeichen  dafür, 
dass  die  darin  angewendete  Methode  für  den  Lernenden  durchaus 
angemessen  ist. 

Daneben  kann  indessen  nicht  geläugnet  werden,  dass  die 
drei  bisherigen  Auflagen  eine  grosse  Zahl  von  Ungenauigkeiten 
und  Druckfehlern  enthielten,  und  dass  ausserdem  manche  Unter- 
suchungen und  Sätze  fehlten,  welche  auch  für  den  Techniker 
unentbehrlich  sind. 

Deshalb  erschien  eine  vollständige  Umarbeitung  und  eine 
durchgreifende  Ergänzung  des  Buches  erforderlich.  Dies  ist 
nun  in  der  vorliegenden  Auflage  geschehen;  die  zahlreich 
bemerkten  Fehler  sind  verbessert,  viele  Beweise  strenger  gefasst 
und  die  wesentlichsten  Lücken  ausgefüllt  worden.  Trotzdem  hat 
der  Umfang  des  Buches  nur  eine  Erweiterung  von  wenigen 
Bogen  erfahren,  da  es  möglich  war,  viele  Entwickelungen  kürzer 
zu  fassen. 

Für  die  Abgrenzung  des  Stoifes  waren  dem  Herausgeber  die 
Anforderungen  massgebend,  welche  von  einem  billig  denkenden 
Examinator  bei  der  ersten  Staats-Prüfung  (Bauführer-Prüfung) 
in  .Integral-Rechnung  gestellt  werden  dürften. 

Es  soll  jedoch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass 
das  Buch  auch  für  solche  Leser  geeignet  ist,  welche  an  der 
Unicersität  Mathematik  studiren. 


YI  Vorrede. 

Im  Ganzen  ist  die  von  Siegemann  gewählte  Anordnung  und 
Behandlung  des  Stoffes  so  viel  wie  möglich  beibehalten.  Be- 
sondere Sorgfalt  ist  darauf  verwendet,  das  Buch  durchweg  leicht 
verständlich  zu  fassen,  so  dass  es  bei  voller  Berücksichtigung 
der  wissenschaftlichen  Strenge  doch  für  den  Lernenden,  nicht 
für  den  Gelehrten  berechnet  ist. 

Hinzugefügt  ist  auch  eine  Tabelle  der  hergeleiteten  Formeln, 
welche  einerseits  die  Anwendungen  sehr  erleichtert,  andererseits 
aber  ein  erprobtes  Hülfemittel  bei  Repetitionen  bietet. 

Hannover,  d.  11.  August  1885. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Als  es  im  Kreise  meiner  Fachgenossen  bekannt  wurde,  dass 
ich  eine  neue  Auflage  der  Differential-  und  Integral-Rechnung 
von  Stegemann  herausgegeben  hätte,  erhielt  ich  von  hoch- 
geschätzter Seite  den  dringenden  Rath,  doch  lieber  ein  eigenes 
Lehrbuch  zu  schreiben.  Dieser  Aufforderung  bin  ich  dadurch 
nachgekommen,  dass  ich  die  kürzlich  erschienene  6te  Auflage  der 
Differential-Rechnung  und  ebenso  die  hier  vorliegende  5to  Auflage 
der  Integral-Rechnung  fast  im  vollen  Umfange  neu  dbgefasst 
habe.  Von  dem  Texte  des  Stegemanrischen  Leitfadens  habe  ich 
nur  wenige  Stellen  und  von  den  Aufgaben  nur  eine  kleine 
Zahl  beibehalten;  dagegen  habe  ich  mich  in  einem  Punkte  eng 
an  das  ursprüngliche  Werk  angeschlossen,  nämlich  in  dem  Be- 
streben, die  Darstellung  und  Anordnung  so  zu  wählen,  dass  der 
Anfänger  dem  Lehrgange  ohne  Schwierigkeit  folgen  kann.  Ich 
habe  deshalb  eine  möglichst  elementare  Fassung  gewählt  und 
zur  Erläuterung  zahlreiche  Uebungs-Beispiele  hinzugefugt.  Die 
Reihenfolge  ist  so  getroffen,  dass  das  Neue  an  Bekanntes 
angeknüpft  wird,  damit  der  Lernende  von  leichten  Aufgaben 
allmählich  zu  schwierigeren  aufsteigt. 

Aus  diesem  Grunde  ist  auch  die  Eintheilung  des  Stoffes  in 
der  Weise  erfolgt,  dass  in  dem  ersten  Theile  von  der  Integration 
der  gebrochenen  rationalen,  der  irrationalen  und  der  trans- 
cendenten  Functionen  nur  die  einfacheren  Fälle  behandelt  sind, 
und  dass  dann  sogleich  die  Anwendungen  der  Integral-Rechnung 
auf  die  Quadratur  und  Rectification  der  Curven,  auf  die  Kubatur 


VUI  Vorrede. 

der  Rotationskörper  und  auf  die  Complanation  der  Rotations- 
flächen folgen.  Wenn  der  Lernende  möglichst  früh  erkennt, 
welche  Vortheile  die  Integral -Rechnung  bei  den  Anwendungen 
auf  die  Geometrie  bietet,  wird  er  mit  grösserem  Interesse  und 
reiferem  Verständnisse  an  die  ausführliche  Behandlung  der 
Partialbruch-Zerlegung  und  an  die  mühsameren  Methoden,  welche 
bei  der  Integration  irrationaler  und  transcendenter  Functionen 
zu  erfassen  sind,  herantreten.  Dagegen  würde  er  leicht  ermüden, 
wenn  er  die  ganze  Theorie  vor  den  Anwendungen,  welche  ausser- 
dem zur  Einübung  und  Befestigung  der  bis  dahin  erklärten 
Formeln  und  Sätze  dienen,  durcharbeiten  müsste. 

Den  theoretischen  Erörterungen  des  zweiten  Theiles  sind 
gleichfalls  zahlreiche  Aufgaben  aus  der  Geometrie  beigefügt. 
Leider  mussten  die  interessanten  und  äusserst  lehrreichen 
Anwendungen  auf  die  Mechanik  ausgeschlossen  werden,  weil 
sonst  der  Umfang  des  Lehrbuches  über  Gebühr  gewachsen  wäre. 

Obgleich  die  früheren  Auflagen  in  erster  Linie  für  die 
Studirenden  an  den  technischen  Hochschulen  bestimmt  waren, 
hat  das  Buch  doch  auch  bei  den  Lehrern  und  Studirenden  der 
Mathematik  an  den  Universitäten  freundliche  Aufnahme  und 
Verbreitung  gefunden.  Diesem  höchst  erfreulichen  Umstände 
habe  ich  Rechnung  getragen,  indem  ich  die  meisten  Erklärungen 
und  Beweise  noch  strenger  gefasst  und  den  Inhalt  wesentlich 
bereichert  habe.  Freilich  darf  man  in  dieser  Beziehung  bei 
einem  Buche,  mit  dessen  Hülfe  sich  der  Anfänger  vor  allen 
Dingen  tüchtige  Fertigkeit  im  Differentiiren  und  Integriren 
aneignen  soll,  nicht  gar  zu  hohe  Anforderungen  stellen. 

Die  Citate  aus  der  Differential-Rechnung  beziehen  sich  auf 
die  6te  Auflage,  welche  im  November  1892  erschienen,  zur  Zeit 
aber  bereite  vergriffen  ist.  In  der  alsbald  folgenden  7ten  Auflage 
der  Differential-Rechnung  soll  daher  dieselbe  Anordnung  der  Ab- 
schnitte und  Paragraphen  beibehalten  werden,  damit  die  Citate 
auch  dafür  noch  zutreffende  sind. 

Den  Herren  Lampe,  von  Mangoldt,  Franz  Meyer,  Runge 
und  Voss,  die  mir  auch  bei  der  Umarbeitung  der  Integral- 
Rechnung  werthvolle  Rathschläge  ertheilt  haben,  bin  ich  zu 
aufrichtigem  Danke  verpflichtet;  ganz  besonders  Herrn  Voss  für 


Vorrede.  IX 

die  ausfuMichen  Mittheilungen  über  kritische  Stellen  des  Buches. 
Ausserdem  muss  ich  mit  dem  besten  Danke  die  freundliche  Mit- 
wirkung des  Herrn  PetzoM  beim  Lesen  der  Correctur  hervor- 
heben. 

Die  Verlagsbuchhandlung  ist  allen  meinen  Wünschen  auf 
das  Bereitwilligste  entgegengekommen,  wofür  ich  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  ausspreche. 

Hannover,  den  23.  April  1894. 

L.  Kiepert. 
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Erster  Theil. 

I.  Abschnitt. 

Allgemeine  Begriffe  und  Fundamentalsätze 
der  Integral -Rechnung. 

§1. 
Begriff  und  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  1  und  2)*) 
Die  Aufgabe  der  Integralrechnung  besteht  darin,  dass  eine 
Function  f(x)  gesacht  wird,  deren  Ableitung 

(l.)  /'(*)  =  »(*) 

gegeben  ist. 

Da  das  Differential  einer  Function  f{x)  gleich  ist  ihrer 
Ableitung /' (V),  multiplicirt  mit  dem  Differential  von  x,  da  also 
(2.)  df{pr)  =/'  (x)  dx  =  <p  (x)  dx , 

.sc»  kann  man  die  gestellte  Aufgabe  auch  so  fassen:  „Von  einer 
Function  ist  das  Differential  gegeben,  man  soll  die  Function 
selbst  aufsuchen" 

Die  Operation,  durch  welche  dies  geschieht,  nennt  man  die 
„Integration  des  vorliegenden  Differentials"  und  die  Wissenschaft, 
welche  von  den  Integrationen  handelt,  nennt  man  „Integral- 
liechnung".  Das  Operationszeichen  für  das  Integral  von  f'(z)dx 
ist,/ (ein  langgezogenes  S),**)  also 


*)  Die  wichtigsten  Formeln  sind  im  Anhange  zu  einer  Tabelle  zu- 
sammengestellt. 

**)  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  man  ein  (bestimmtes)  Inte- 
gral auch  als  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen 
auffassen  kann.  Dieser  Auffassung  entspricht  das  Operationszeichen  f 
(erster  Buchstabe  des  Wortes  Summa),  das  von  Leibniz  eingeführt  ist. 

Stegemann  -Kiepert,  Integral-Rechnung  1 


2  §  1.    Begriff  und  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

(3.)  ff(x)dx  =/(*). 

Beispiele. 

/(*)  =  *■', 

f'(x)  =  $z\    also  fzx*dx  =  x*. 
f(x)  =  sin*, 
/'(.r)  =  cos*,    also    fcosxdx  =  sin.r. 
f(x)  =  arctg.r, 


1)  Ist 
so  wird 

2)  Ist 
so  wird 


3)  Ist 
so  wird 

/'(*)  =  iqb*'    also  JiZfsi  =  arcte*. 

Aus  der  vorstehenden  Erklärung  folgt,  dass  Integration  und 
Differentiation  entgegengesetzte  Operationen  sind,  die  sich  gegen- 
seitig aufheben.  Setzt  man  nämlich  aus  Gleichung  (2.)  den 
Werth  von  f'(z)dx  in  die  Gleichung  (3.)  ein,  so  erhält  man 

(4.)  /*/(*)==/(*); 

und  wenn  man  die  Gleichung  (3.)  differentiirt, 

(5.)  dff  (x)dx  =  df(x)  =/'  Or)  dx. 

Darin  liegt  ein  Mittel,  um  das  durch  die  Integration  sich 
ergebende  Resultat  zu  prüfen.  Differentiirt  man  nämlich  dieses 
Resultat,  so  muss  man  den  Ausdruck  erhalten,  der  unter  dem 
Integralzeichen  steht. 

Weil  f'{x)dx  nicht  nur  das  Differential  von  /(*),  sondern 
auch  das  Differential  von  f(x)  +  C  ist,  wo  C  eine  beliebige 
Constante  bedeutet,  so  wird  ganz  allgemein 

(6.)  ff  (*)**=/{*)+& 

Das  Integral  von  /'  (x)  dx  hat  daher  unendlich  viele  Werthe. 
Dabei  nennt  man  die  Grösse  C  die  „Integration- Constante". 


§  1.    Begriff  lind  geometrische  Deutung  des  Integrals.  3 

Dies  ist  aber  die  einzige  Willkür,  welche  bei  der  Bestimmung 
des  Integrals  auftritt,  denn  es  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.  Ist  die  Ableitung  einer  Function  F(x)  für  alle 
Werthe  van  x  zwischen  a  und  b  gleich  0,  so  ist  der  Werth  von 
F{x)  in  diesem  Intervalle  constant. 

Beweis.  Nach  dem  Taylor  'sehen  Lehrsatz  (D.-R.,*)  Formel 
Nr.  49  der  Tabelle)  ist 

(7.)  F(a  +  h)  =  F(a)  +  hF'(a  +  Oh), 

wo  0  zwischen  0  und  1  liegt.    Nach  Voraussetzung  ist  F'(x) 
für  alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  b  gleich  0,  folglich  wird 

P(a  +  0A)  =  O, 
so  lange  a  +  h  =  x  in  dem  angegebenen  Intervalle  bleibt.    Da 
nun  h  eine  endliche  Grösse  ist,  so  wird 
(8.)  F(a  +  h)  =  F(a),    oder    I\x)  =  F\a), 

d.  h.  F{x)  behält  den  constanten  Werth  F\a). 

Hieraus  folgt. 

Satz  2.  Haben  die  beiden  Functionen  f{x)  und  g(x)  in  dem 
betrachteten  Intervalle  dieselbe  Ableitung,  so  unterscheiden  sie 
sich  von  einander  nur  durch  eine  Constante. 

Beweis.    Setzt  man 
(9.)  F(x)=g(x)-f(x), 

so  ist  die  Ableitung  von  F(x)  in  dem  Intervalle  beständig  gleich 
Null,  also  ist  F{x)  nach  Satz  1  eine  Constante  C.    Dies  giebt 
(10.)  ff{x)  =f(x)  +  C. 

Satz  3.  Sind  die  beiden  Functionen  f(x)  und  g{x)  Inte- 
grale derselben  Function  (p(x)7  so  können  sie  sich  nur  durch  eine 
Constante  von  einander  unterscheiden. 

Beweis.    Nach  der  Erklärung  des  Integrals  muss 

(11.)  f'(x)  =  <f-{x)  und  auch  g'(x)  =  y(s) 

sein,  d.  h.  es  muss 


*)  Die  Citate,  welche  sich  auf  die  sechste  Auflage  der  Differential- 
rechnung beziehen,  sollen  durch  die  vorgesetzten  Buchstaben:  „D.-R.* 
hervorgehoben  werden. 

1* 
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(12.)  ■  /-(*)  =  £'(,) 

sein,  folglich  ist  nach  dem  vorigen  Satze 
(13.)  ff(/)=A*)+V- 

Satz  4.  Zu  jeder  stetigen  Function  y  =  <f  (.r),  die  sich  durch 
eine  Curve  geometrisch  darstellen  lässt,  giebt  es  ein  Integral, 
während  es  nicht  zu  jeder  stetigen  Function  eine  Ableitung  giebt. 

Beweis.  Es  möge  zunächst  die  Voraussetzung  gemacht 
werden,  dass  die  Curven,  so  weit  ihr  Bogen  hier  in  Betracht 
kommt,  oberhalb  der  X-Axe  liegen.  Ist  A  P  ein  solcher  Curven- 
bogen  (Fig.  1)  mit  der  Gleichung 

(14.) 


Fiß   1. 


/ 


''I 

I 


A, 


Q     Qj 


so  ist  der  Flächeninhalt  F  der 
Figur  AXAPQ  eine  Function 
von  x,  denn  er  ändert  sich  zu- 
gleich mit  x.    Es  ist  also 

(15.)  F=AxAPQ=ßx\ 

und  wenn  man  QQ]  mit  /ix, 
Q,  Px  =  (f  (x  +  /ix)  mit  y,  be- 
zeichnet, 

(10.)    AXAPXQA  =  f(jr  +  Jx) 
=  F+JF, 
folglich  wird 
(1 7.)  QPPX  Qx  =  z/F=  Jf(x)  =/<>  +  Jx)  —j\x). 

Legt  man  durch  P  die  Gerade  PR  parallel  zur  X-Axe,  so 
wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  P  bis  Px 
steigt, 
(18.)  QPRQX  =y.Jx<Jßx)  =  QPPxQ{: 

und  legt  man  durch  P,   die  Gerade  PXS  parallel  zur  X-Axe, 

so  wird 

(19.)        .      QPPX  Qx  =  Jf(x)  <  QSP,  Q,  =  y,  .  Jx. 

Dies  giebt 
oder,  weil  lim  y,  =  y  fiir  lim  Jx  =  0  wird , 


Fig.  2. 
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(2i.)  y  =  d^  odei*  *(*)=/'(*)■ 

Deshalb  erhält  man 
(22.)  F=ff'{x)dx  =/<r{x)dx. 

Dieselben  Schlüsse  gelten 
auch  noch,  wenn  die  Curve 
vom  Punkte  P  bis  zum  Punkte 
P,  füllt  (vergl.  Fig.  2),  nur 
erhalten  dann  die  Ungleich- 
heitszeichen  die  entgegenge- 
setzte Richtung.  Es  wird  näm- 
lich in  diesem  Falle 

F=AlAPQ=f(x)1 
AtAPxQt  =ßz  +  Js) 
=  F+  JK 


\P     R 


TT 


a    a2 


'X 


oder 

123.) 

(24.) 


QPPX  Q{  =  JF  =  Jf(.r)  =f(x  +  jr)  _/(,), 
QPRQX  ^Jf(x)^  QSP,QU 

.  4f(*) 


y-^i 


Jx 


\\l\ 


Fig.  3. 
G 


also,  da  auch  hier  lim  y,  =  y  wird  für  lim  /Ix  =  0. 

(25,)  y  =  ^T'    oder    'W=/'W- 

Das  Resultat  bleibt  sogar 
auch  dann  noch  richtig,  wenn 
die  Curve  zwischen  P  und  Px 
abwechselnd  steigt  und  fällt 
(Fig.  3).  Man  legt  dann  durch 
den  höchsten  Punkt  H  mit  der 
Ordinate  y'  und  durch  den 
tiefsten  Punkt  T  mit  der  Ordi- 
nate y"  Parallele  GGt  und 
KKX  zu  der  X-Axe.  Dadurch 
erhält  man  die  beiden  Rechtecke 


iS 


n& 


K, 


er' 


art   h,q. 


-x 


6  £  •>.    Einführung  der  Integrationsgreiizeii. 

(26.)  QGGt  Q,  =  y' .  Jx  und  QKKX  Q,  =-  y"  .  </r, 

und  zwar  wird 

(27.)  y'  ./x^Q  Pl\  Qt  =  ,//(*)  ^  >/"  .  </r, 

oder 

(28.)  !/'^4§f^>/', 

also,  da  limy'  =  limy"  =  y  f  ür  lim</r  =  o, 

(29.)  y  =  d^r>  ^  ^w  =/'(■'•). 

Man  findet  daher  in  allen  Fällen 
(30.)  F=  A^APQ  =f<fU)dz  +  C. 

Bei  dieser  geometrischen  Deutung  des  Integrals  erkennt  man 
auch,  weshalb  zu  dem  Integral  noch  eine  willkürliche  Integra- 
tion-Constante  hinzutreten  muss.  Die  Anfangs -Ordinate  AXA, 
durch  welche  die  ebene  Figur  F  auf  der  einen  Seite  begrenzt 
wird,  ist  noch  beliebig.  Einer  Verschiebung  dieser  Anfangs-Ordi- 
nate entspricht  eine  Veränderung  der  Integrations-Constanten  C. 


Einführung  der  Integrationsgrenzen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  3  bis  6.) 

Die  unbestimmte  Integration -Constante  wird  gewöhnlich 
dadurch  ermittelt,  dass  man  den  Werth  von  x  aufsucht,  fiir 
welchen  das  Integral  in  der  vorgelegten  Aufgabe  verschwindet. 

Ist  a  dieser  besondere  Werth  von  .r,  so  nennt  man  a  „die 
untere  Grenze"  des  Integrals  und  schreibt 

(1.)  F=/f'(T)dr=fU)  +  C. 

a 

Da  nach  Voraussetzung  das  Integral  für  r  ==  a  verschwindet, 
so  findet  man  hieraus 

i  2.)  0  =/(a)  +  C\    oder    C  -  — /( a\ 

also 

(3.)  F=Jf'{.r)<lr=fU)-f{a\ 


§  2.    Einführung  der  Integrationsgrenzen.  7 

Bei  der  geometrischen  Deutung  des  Integrals  (vergl.  Fig.  1, 
2  und  3)  verschwindet  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur 
AXAPQ,  wenn  die  Ordinate  QP  mit  der  Anfangs-Ordinate  A^A 
zusammenfällt,  wenn  also 

x  =  a=OAl. 


In  vielen  Fällen  braucht  man  den  Werth  von  F  nur  für 
einen  bestimmten  Werth  von  x,  z.  B.  für  x  =  b;  man  nennt  b 
„die  obere  Grenze"  und  schreibt 

•4.)  F=ff{z)dx=f(b)-f(a). 

a 

F  heisst  dann  ein  „bestimmte*  Integral"  während  man  /(.r) 
das  „unbestimmte  Integral"  von  f'(x)dx  nennt. 

Um  anzudeuten,  in  welcher  Weise  das  bestimmte  Integral 
aus  dem  unbestimmten  hergeleitet  wird,  schreibt  man 


(5.) 


F=ff(r)dx  =  [/(*•)]*  =/(i)-/(a). 


Satz  1.     Das  bestimmte  Integral  kann  betrachtet  werden  als 
Summe  ton  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen. 

Beweis.     Der  Flächen- 
inhalt   der    ebenen    Figur  ie 
AXABBX  (Fig.  4)  war                    Y  y 

(6.)       F=ff>{x)dx 

wenn  diese  Figur  oben  durch 
die  Curve 

y  =  f'(T)  ^__ 

begrenzt  wird.    Andererseits         ~7J|    AT 
kann   man   aber   auch    den 
Flächeninhalt   dieser  Figur 

dadurch  berechnen,  dass  man  sie  durch  Parallele  zur  T-Axe  in 
n  Streifen  zerlegt,  die  alle  verschwindend  klein  werden,  wenn 
n  in's  Unbegrenzte  wächst.  Ist  nun  QPP^QA  einer  der  Streifen, 
und  zieht  man  durch  P  eine  Parallele  PR  zur  X-Axe,  so  wird 


4-f 


-trir 


Bi 
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dieser  Streifen  zerlegt  in  ein  Rechteck  QPRQ{  mit  dem  Flächen- 
inhalte y.Jx  und  in  das  Dreieck  PRPX,  wobei  mit  Jx  die 
Breite  des  Streifens  bezeichnet  ist.  Die  Summe  der  Rechtecke 
QPRQX  ist  daher 

x=b—Jz  r=b—Jx  x-b  —  Jjc 

(7.)       P  =  2y.Jx=:2?i(j).^  =  2  /'  (•'")  ■  Jx- 

Wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  Jx  verschwindend 
klein,  und  man  erhält 

( 8.)  lim  P  =  lim  2/'  (x) .  *x  =  /', 

weil  die  Dreiecke  PRPX  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung  werden,  die  neben  den  verschwindend  kleinen  Grössen 
erster  Ordnung  vernachlässigt  wrerden  dürfen. 

Statt  lim 2  schreibt  man  S  und  fügt  die  Grenzen  der  Stim- 
ulation, nämlich  a  und  lim(Ä  —  Jx)  =  b  unten  und  oben  dem 
Summenzeichen  S,  aus  welchem  das  Zeichen  f  entstanden  ist. 
hinzu.    Dadurch  erhält  die  Gleichung  (8.)  die  Form 

b  b 

(8a.)  F  =fydx  =  ff\x)dx  =ßb)  -J\a), 

a  a 

welche  mit  Gleichung  (6.)  übereinstimmt. 


Bisher  war  die  Voraussetzung  festgehalten  wrorden,  dass 
der  betrachtete  Curvenbogen  oberhalb  der  X-Axe  liegt,  d.  h.  es 
sollte  y  =  €/  (x)  ^  0  sein  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe 
von  x.  Die  vorstehenden  Schlüsse  gelten  aber  in  gleicher  Weise 
auch  dann  noch,  wenn  der  Bogen  AB  unterhalb  der  X-Axe 
liegt,  wenn  also  y  =  r/(.r):§0  ist  für  die  betrachteten  Werthe 
von  x.    In  diesem  Falle  hat  aber  selbstverständlich 

(p(x) .  Jx  =f'(x) .  Jx  und  deshalb  auch  S/'W  •  ^r 
einen  negativen  Werth. 

Es  ist  auch  nicht  noth wendig,  dass  b>a  ist:  setzt  man 
nämlich  fiir  Jx  negative  Werthe  ein,  so  muss  b  <  a  werden. 
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Bemerkung.  *< 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  lassen  sich  auch  ohne  geometrisch» 
Darstellung  durchführen. 

Um  zu  beweisen,  dass  es  immer  eine  eindeutige,  stetige  Function 
j\x)  giebt,  deren  Ableitung  f'(x)  einer  gegebenen  stetigen  Function  <p;x) 
gleich  ist,  wobei  f(x)  noch  für  x  =  a  einen  beliebigen  Werth  flu) 
annehmen  darf,  beachte  man  die  nach  dem  Tay/ar'schen  Satze  für  jede 
stetige  Function  geltende  Gleichung 
(9.)  /(*  +  h)  -/(*)  -  h  ,f\x  +  Hh). 

Da  nun  in  dem  vorliegenden  Falle  f\x) « ip(x)  sein  soll,  ao  wlirde 
die  Gleichung  (9.),  nachdem  man  die  Existenz  der  Function /(xj  nach- 
gewiesen hat,  übergehen  in 

(9  ».)  /(*  +  *)  -/ (*)  -  A  .  <f{x  +  9h ). 

Theilt  man  das  Intervall  von  a  bis  b  in  n  gleiche  oder  ungleiche 
Theile  und  nennt  die  Tbeilwerthe 

a,   Xi,  X2,  .  .  .  *n—  1,    6, 

so  würde  man  aus  Gleichung  (9a.)  das  folgende  System  von  Gleichungen 
erhalten 

/W  — /(«)  —  ('i  —  «)  <p  [<*  -+-  öi  (*i  —  «;]  i 

/(»«)  — /(*i)  =  ('2  -  *i)y[*i  4-  e2(x,-  x,)l, 
/fo)  — /fo)  —  (*a  ~  *i) 'fk>  +  «3 (jr3  ~  **;]. 


(10.) 


*  /W— /(*»•- 0  —  (*  —  JTH-l)  </>[xn_l  +  e»(6  —  XH-l)]. 

Dem  entsprechend  möge  jetzt  die  Grösse  /(&)  durch  die  Gleichung 
(11.)  f(b)  -/(«)  -  (x,  —  a)  <p[a  +  €>,(*!  -  a)]  +  (jrä-*iM*i  +  83'>2— jr,)] 

+  ('3  -  **)  V  [*2  +  ^sfo  —  **)j  +  ■  •  • 
-1-  (6  — Xi»-l)f/)[xM-l  +  On(6  — Xm-0], 

oder 

(IIa.)       Z^)— /(«1)  — 2  (x«  —  jra-i)ip|jr«-t  +  ö«(x«  — x«-l)] 

erklärt  werden,  wobei  x0  — » a,  xn  ■  6  sein  möge,  und  wobei  die  Grössen 
Öi,  02f . . .  On  sKmmtlich  zwischen  0  und  +  1  Hegen ,  im  Uebrigen  aber 
noch  unbestimmt  sind. 

Bezeichnet  man  jetzt  mit  G«  den  grössten  und  mit  Ka  den  kleinsten 
Werth,  welchen  <p(x)  erhält,  wenn  x  das  Intervall  von  x«-i  bis  x« 
durchläuft,  so  ist 

(12.)  Ku  S  r/> [x«-l  -f  ®« ( JTa  —  X«_lj]  !S  &'«• 


*)  Sollte  der  Inhalt  dieser  Bemerkung  für  den  Aufänger  schwer 
verständlich  sein,  so  darf  dieselbe  übergangen  werden. 
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Da  nun  aber  <p(x)  nach  Voraussetzung  eine  stetige  Function  ist, 
so  wird 

(13.)  Oa  —  Ku  =  «fa 

beliebig  klein,  wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  macht  Wühlt  man 
unter  den  Differenzen  &u  <fe, . . .  tf»  die  grösste  aus  und  bezeichnet  sie  mit 
J,  so  wird 

Ua  —  Jcr- 1)  (Gu  —  Ka)  §  (fa  —  JCu  -l)<T, 

oder 

(14.)  (jTtt  —  J-rt-1 )  Gu  S  (JT«  —  J-«  „1 )  ( Ku  -f  <Tj 

und 

USA  «ä» 

(lf>.)  2  (*«  —  '«-0  Ö«  Si  2  (*«  —  JP«-i)  A'o  +  (6  —  a)<f. 

Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (Ha.)  und  Unglei- 
chung (12.) 

assn  (t  =  h 

a6.)        2  U*  -  -r«-i)  Ku  S/(ft)  — /(a)  §  2  Cr«  -  -r«-i)  Öa , 

«  =  t  a  =  t 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  2(-r«  —  -»"«— i)Aa  mit  £  bezeichnet 
und  die  Ungleichung  (15.)  beachtet, 
17.)  5  §/(&)  -  /(a)  SS+(i-«)^. 

Da  aber  b —  a  eine  endliche  Grösse  ist,  und  J  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  so  erkennt  man,  dass  sich 
f(b)  —/</»)  dem  Grenz  werthe 

u  =  n 

lim  S  » lim  2  ('«  —  •<"«  - 1   A« 

nähert.  Diese  Summe  hat  auch,  weil  (p(x)  in  dem  Intervall  von  a  bis  6 
stetig  ist,  einen  endlichen  Werth.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  G  die 
grösste  unter  den  Grössen  Gu  G2,-.Gn  und  mit  A'  die  kleinste  unter 
den  Grössen  Ku  K», . , .  AT»,  so  wird 

2  Ua  —  ■*■«- 1 )  Ao  >  2  (*«  —  'm  -1 }  A'  =  (ft  —  «)  A', 

2  U<*  —  J"«  -1 )  #«  <  2  (*«  —  J"«-l)  6r*  —  (  fc rt)  G. 

Die  Uugleichung  (16.)  wird  also  noch  verstärkt,  indem  man  schreibt 
18.)  (b  —  a)K<f(b)—f(a)<  (b  —  a)G. 

Da  (b  —  a)K  und  [b —  a)G  endliche  Grössen  sind,  so  ist  auch 
fib) — f{a)  eine  endliche  Grösse. 

In  gleicher  Weise  wie  die  Ungleichungen  (Hi )  und  (17.)  kann  man 
auch  die  Ungleichungen 

(19.)   2(-r«  —  '«  -l)  AT«  ^  2  (*« —  *«  -l)'/>(jTrt-l)  2  2  (*«  —  'a-Oö'tf 

und 

(20.)  6'§S  [jtu  —  dr«-i)r/i  (x«-i)  S  ,y  +  (&  —  ti)  J 

ableiten  und  daraus  schliesscn,  dass 
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a  =  n 

(21.)  Ab)  —/(a)  =  Hm  2  (*«  -  *«-0 <p(*<* -i ) 

asl 

ist.  Vertauscht  man  noch  der  Kürze  wegen  xa  mit  x  nnd  die  verschwin- 
dend kleine  Differenz  xa  —  xa-i  mit  dx,  und  bezeichnet  man  die  Summe 
von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  nicht  mehr  mit  limJT 
sondern  mity,  so  geht  die  Gleichung  (21.)  über  in 

b 

(22.)  f(b)-f(«)=f<p(z)dx, 

a 

wobei  die  beiden  Grenzen  a  und  b  bei  dem  Summenzeichen  f  angeben, 
dass  x  alle  Wert  he  von  a  bis  b  durchlaufen  soll. 


Bisher  war  b  unveränderlich  gedacht,  man  darf  aber  für  b  auch 
die  Veränderliche  x  setzen  und  erhält  dadurch 

(23.)  f(*)-f(a)=f<r(x)dx. 

a 

Um  nun  noch   zu  zeigen,   dass  die  Ableitung  von  f{x)  mit  (f(x) 
übereinstimmt,  beachte  man  Gleichung  (IIa.),  nach  welcher  man 

u  —  n 
24.)'       /(>n)  —  f[a)  =  2  O  ~  '«-O  </>[*«-i  +  &a(*a  —  xa-\ )] 

a  =  l 

erhält    Ebenso  ist 

U  =  H  —  1 

(25.)    /f*n-l)  — /(«)  =2  (*«  ~  *«-l)  '/>|>«-1  +■  &a(Xa  —  J"«-l)] , 
«=  l 

folglich  wird 

(26.)         f{xn)  —  f(xn-\)  —  (jrM  —  *n-l)  </>|>«-t  +  Ön(x«  —  Xn-\)] , 

oder 

und  flir  lim^w  =  lima-n-i  =x 

■28.)  f'(x)  =  <f{x). 

Aus  den  Gleichungen 

ff'(z)dz=f{b)-f(a)  mid^Wcfc  =/(»-/(*) 
folgt 
(-29-)  //'(*)<**  =  —jf(x)dx, 

a  b 

oder  in  Worten: 
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Satz  2.  Man  darf  die  obere  und  die  untere  Grenze  einen 
bestimmten  Integrals  mit  einander  vertauschen,  wenn  man  gleich- 
zeitig das   Vorzeichen  des  Integrals  umkehrt 

Hierbei  ist  in  dem  einen  Integral  die  untere  Grenze  grösser 
als  die  obere  und  in  Folge  dessen  dz  negativ. 

Aus  den  Gleichungen 

jf'(x)dz  =/(c)  —f[a)  und  ff'(s)d.r  =/(«)  _/(*) 

a  c 

folgt 

h  c  h 

(30.)  /f'(x)dr  =Jf%r)dx  +ff\r)dr, 

a  a  c 

oder  in  Worten: 

Satz  3.  Man  kann  ein  bestimmtes  Integral  in  zwei  andere 
zerlegen,  indem  man  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  eine  belie- 
bige Grösse  c  einschaltet  und  das  erste  Integral  zwischen  den 
Grenzen  a  und  c,  das  zweite  Integral  zwischen  den  Grenzen  c 
und  b  berechnet. 

Am  anschaulichsten  wird  der  Sinn  des  Satzes  durch  die 
geometrische  Deutung  des  bestimmten  Integrals.    Ist  nämlich 

die  Gleichung  einer  Curve,  so  wird 


Fig.  5. 


0| — Tt 


P 


TT 


OAi^a,  Ot\=c,  OBx=*b. 

c 

AlAOC\=/f(x)dr   und  C\C'BBl  =  ff'(x)dx. 


F=f,,dx=Jf'(x)dx 

a  a 

der  Flächeninhalt  der  ebenen 
Figur  AXABBX.  Liegt  nun 
c  zwischen  a  und  i,  so  wird 
die  Figur  durch  die  Gerade 
G',G',  welche  im  Abstände  c 
parallel  zur  Y-Axe  gezogen 
ist  (vergl.  Fig.  5),  in  zwei 
Theile  zerlegt,  nämlich  in 
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Der  Satz  bleibt  aber  auch  dann  noch  richtig,  wenn  r  nicht 


Fig.  6 


zwischen  a  und  b  liegt.  Es 
sei  zunächst  (vergl.  Fig.  6) 
«  <  b  <  c ,  so  ist  unter  Bei- 
behaltung der  bisherigen 
Bezeichnungen 

c 

AXAVCX  =Jf'(x)dx, 

a 
e 

BXBLVX  =Jf'(x)dx, 
also 

c  c 

AXABBX  =  AXACC\  —  BXBVCX  =  ff'{*)dx  —ff'(x)dx, 

a  b 

oder  nach  Satz  2 

A.ABB,  =ff'(x)dx=Jf'{x)dx+ff{^d.r. 


t — tr* 


OA^tt,  OBx  =  h,  OCx  =  c. 


Ist  endlich  (vergl.  Fig.  7) 
c<a<b,  so  ist  unter  Bei- 
behaltung der  bisherigen 
Bezeichnungen 

C\CBBX  =ff'{x)dx, 


UtUAAx=ff(x)dx, 


Fig.  7. 
A 


^7 


B* 


also 


()C\  =  ct  OAx  =  a,  OBx  =  b. 

b  a 

AXABBX  =  CXCBBX  —  C\CAAX  =ff'(x)dx  —  ff(x)dx% 

c  c 

oder  mit  Rücksicht  auf  Satz  2 

ff'(x)dx  =ff'(x)dx  +  ff{x)dx. 


Der  Satz  lässt  sich  noch  in  der  Weise  verallgemeinern,  dass 
man  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  nicht  eine,  sondern  beliebig 
viele  Grenzen  einschaltet.    Dadurch  erhält  man  z.  B. 
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(S\.)ff(x)dx  =ff{x)dx  +ff(x)dr  +ff(*)dz  +ff{x)dr, 

a  n  c  de 

wobei  c,  d  und  e  ganz  beliebige  Zahlen  sind. 

Voraussetzung  ist  dabei,  dass  die  einzelnen  bestimmten 
Integrale,  welche  in  Gleichung  (31.)  auftreten,  eindeutig  und 
endlich  sind. 


Fig.  8 


Bei  der  geometrischen  Deutung  des  bestimmten  Integrals 
war  bisher  vorausgesetzt  worden,  dass  der  Bogen  AB  der  Ourve, 
welche  der  Gleichung    y  =/'(>)   entspricht,   entweder  seiner 

ganzen  Länge  nach 
oberhalb,  oder  seiner 
ganzen  Länge  nach 
unterhalb  der  X-Axe 
liegt.      Jetzt   kann 
man  aber  die  geo- 
metrische   Deutung 
auch   auf  den  Fall 
übertragen,  dass  der 
Bogen  AB  theilweise  über,  theilweise   unter  der  X-Axe  liegt. 
Schneidet  der  Bogen  die  X-Axe  z.  B.  in  den  Punkten  Cund  I) 
(Fig.  8),  und  setzt  man 

O Ax  =  a,  00  ==  c,  Ol)  =  d,  OBx  =  b: 
so  wird 

b  c  d  h 

(32.)       ff(r)dz  =ff(x)dx  +  ff'(r)dx  +ff(x)dx, 

a  a  v  d 

wobei  ftir  die  einzelnen  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  frühere  Voraussetzung  gilt,  so  dass  man  ftir  das 
erste  und  dritte  Integral  einen  positiven  Werth,  fär  das  zweite 
Integral  dagegen  einen  negativen  Werth  erhält. 

So  lange  in  dem  unbestimmten  Integral 
die   Integration -Constante   einen  beliebigen  Werth  hat.   nennt 
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man  das  Integral  ein  „allgemeines  Integral*.  Wenn  dagegen  der 
Werth  der  Integration -Constanten  bestimmt  ist,  so  heisst  das 
Integral  ein  „particuläres  Integral". 

§3. 

Einige  HOtfssätze  für  die  Ausführung  der  Integration. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  7  und  8.) 
Satz  1.     Ist  die  Differential- Function  unter  dem  Integral- 
zeichen mit  einem  constanten   Factor  muUiplicirt,   so  darf  man 
diesen  constanten  Factor   vor   das  Integralzeichen  setzen,   d.  h. 
es  ist 

fAf{x)dx  =  Aff{x)dx. 

Beweis.    Es  ist 

(1.)  Af'(z)dx  =  d[Af(z)+Cl 

hieraus  folgt 

(2.)  fAf(z)dz=Af(x)+C. 

Femer  ist 

(3.)  ff\x)dx=f(x)+C, 


(4.)  Äff  {x)dx  =  Af(x)  +  A  .  C. 

Da  nun  die  Werthe  der  Integration  -  Constanten  ganz 
beliebig  sind,  so  darf  man  A.C  =  C  setzen  und  erhält  demnach 
aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.) 

(5.)  fAf(x)dx  =  Aff'(x)dx. 

Satz  2.  Das  Integral  einer  Summe  von  Differential- 
Functionen  ist  gleich  de*%  Summe  der  Integrale  diesei*  einzelnen 
Differential- Functionen:  es  ist  also 

J'\f'(x)dx  +  g'(x)dx]  =/f'(x)dx  +Jff'(x)dx. 
Beweis.    Weil 
(6.)  f'{x)dx  +  g'(x)dx  =  d[f(x)  +  g(x)  +  V] , 

so  ist 
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Ferner  ist 

(8.)  //'{?)**  =/(*)  +  '. 

.«».)  fff'(r)<b  =<?(*)  +  &. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  erhält  man 
(10.)       ff'(x)dx  +fy'{*)dx  =/(,)  +  </<>•)  +  r  +  &. 

Die  Megrations- Constanten  6',  c,  &  haben  auch  hier  ^a»z 
beliebige  Werthe ,  so  dass  man  c  +  c'  =  6'  setzen  darf.  Man 
erhält  demnach  aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (10.) 

(ii.)         /[/'(*■)*■  +  ^(•'•M']  =/[/'(*)  +  9' {*)]** 

=ff'(.r)dx+fg'U)ds. 

Dieser  Satz  lässt  sich  unmittelbar  erweitem  auf  Summen  von 
beliebig  vielen  Gliedern,  so  dass  man  erhält 

(12.)  /[/'(/)  +  g\r)  +  h'  U)  +  .  .  .\djr 

=JfU)dx  +fy'U)dT  +f/i'(r)dr  +  . . . ; 
sodann   lässt   er   sich  auch  übertragen  auf  das  Integral   einer 
Differenz,  so  dass  man  erhält 

( 1  <'*• ]       Af  (:r)  —  <S  (:r)]  <Ir  =J.f  ( ')  dr  —fg*  (jr)  dx. 

Unmittelbare  Integration  einiger  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  9-18.) 
Aus  der  Erklärung  des  Integrals,  nämlich  aus  der  Formel 

(1.)  ff"(r)ds=f(.r)+C 

ergiebt  sich  ganz  von  selbst,  wie  man  eine  grosse  Anzahl  von 
Differential -Functionen  integriren  kann.  Denn,  nimmt  man  die 
Function  f(x)  beliebig  an  und  bildet  f*  (.r),  so  erhält  man  durch 
Einsetzen  in  Gleichung  (1.)  sofort  ff'(x)dx. 

Indem  man  für  f(x)  besonders  oft  vorkommende  Functionen 
einsetzt,  findet  man  ohne  Weiteres  die  folgenden  Fomieln 

,2.)  /,».,*,  =  __  +  a 


§  4.    Unmittelbare  Integration.  17 

Hierbei  darf  m  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen, 
ganzzahligen  oder  gebrochenen  Werth  haben.  Eine  scheinbare 
Ausnahme  bildet  nur  der  Werth  m  =  —  1,  von  welchem  nach- 
her noch  ausführlich  die  Rede  sein  wird. 

Besonders  hervorgehoben  sei  noch  der  Fall  m  =  0,  nämlich 

r2a.)  Jdx  =  x  -f  C', 

ein  Resultat,    das   sich   auch   aus  Formel    Nr.  1    der   Tabelle 

ergiebt. 

Mit  Hülfe  von  Gleichung  (2.)  ist  jetzt  die  Integration  jeder 
ganzen  rationalen  Function  ausführbar,  denn  nach  den  Sätzen 
des  vorhergehenden  Paragraphen  wird 

f(az»  +  «,;>•»- '  +  a2.r»~*  +  .  .  .  +  a„_,  .r  +  an)dx 

=  a  fx»dr  +  aj'ru^dx  +  a2  fxH~-d.r  +  ...  +  an^fxdx+anfdx 
^.ii-fi  rii  r"""1  x* 


1,3  a.)  le*dx    =     e*  +  C. 


ß     - 


4.i  /—      =  iz  +  a 


Diese  Formel  bildet  die  scheinbare  Ausnahme  von  Gleichung 
2.),  aus  der  man  für  m  =  —  1 

'dx        *-'+« 


oder 

16.)  f±=,i+ 0=00  +  0 

erhält.  Das  Integral  selbst  braucht  deshalb  aber  nicht  unend- 
lich gross  zu  werden,  weil  man  die  Integrations-Constante  gleich 
—  oo  setzen  kann.  Dadurch  bi-ingt  man  das  Integral  auf  die 
unbestimmte  Form  oo  —  oo,  zu  deren  Ermittelung  man  in 
Gleichung  (2) 

Stegemann-Kiepert,  Integral-Rechnung.  2 
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<7-)  {7=s-STi  +  c' 

setzen  kann.    Dadurch  erhält  man 

/•y.m+1   __    1 

Für  lim  m  =  —  1  wird 

(9.)  lim __  =  -, 

v    y  m  +  1         0 

und  wenn  man  Zähler  und  Nenner  einzeln  nach  m  differentiirt 
(vergl.  D.-R.  §  58), 

(10.)  — —  =  hm — - — =1*-. 

v     '  m  +  1  1 

also  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (4.) 
(11.)  f—         =        \x    +  6". 


(12.)  /  COSa;  cfe  =       sinar  +  C. 

(13.)  /  sin*  da*  =  —  cos.r  +  C. 

(16.)  /    .  =  arcsinz+  6r  =  —  arc  cos.r  +  G". 

JYl—z* 

f    dx 

(17.)  /  2  =  arc  tgx  +  C  =  —  arc  ctg.r  +  6". 

Es  könnte  dem  Anfänger  auffallen,  dass 


)/l— *■ 
und  dass  auch 


h 


=  arcsm.r  +  C, 


/    .  =  —  arc  cosa:  +  G ' 
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ist.    Die  Richtigkeit  beider  Resultate  kann  man  zunächst  durch 
Differentiation  prüfen  und  findet,  dass 

rf(arcsin*  +  C)  = 


vr 


Fig.  9. 


und  dass  auch 


rf( — arc  cos*  +  6")  = 


dx 


Vl—x* 
wird.  Nach  Satz  3  in  §  1  können 
sich  daher  die  Functionen  arc  sin* 
und  —  arc  cosr  nur  durch  eine  Con- 
stante  von  einander  unterscheiden. 
In  der  That,  ist  in  einem  Kreise  mit 
dem  Halbmesser  1 

(18.)  OF=  ED  =  x 

(vergl.  Fig.  9),  so  wird 

(19.)  CD  =  arc  sin*.    DA  =  arc  cos*, 

also 


(20.) 
oder 
(21.) 


71 


arc  sin*  +  arc  cos*  =  CD  +  DA  =  - 


arc  sin*  =  -  —  arc  cos*. 


Dies  kann   man   auch  unabhängig  von  der  Figur  zeigen, 
indem  man 

(22.)  arc  sin*  =  t,    also    *  =  sin/ 

setzt;  dann  wird 

\23.)  x  ==  cos  f '-  — 1\,     oder     arc  cos  *  =  ^  —  t, 

folglich  ist 


(24.) 


/  =  arc  sin*  =  —  —  arc  cos*. 


Ebenso  findet  man 


(25.) 


arc  tg*  =  -  —  arc  ctg.r, 


wodurch  man  erkennt,  das  Gleichung  (17.)  richtig  ist. 

2* 
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Uebungs-  Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  x*dz  integrum 

Auflösung.    Setzt  man  in  Formel  Nr.  9  der  Tabelle  m  =  3, 
so  folgt  ohne  Weiteres 

Aufgabe  2.    Man  soll  lz*dx  integriren, 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  7  und  9  der  Tabelle  erhält  mau 

/  7.*3  dx  =  7  /  x*  i=7j+  Cf. 

s.- 
Aufgabe  3.    Man  soll  }  x  dx  integriren. 

Auflösung.    Es  ist 

hieraus  ergiebt  sich,  dass 


Vx  =  **; 


y^rfa;  =  jx?  dx  =  — -  +  C'=  -p  +  C, 


oder 


l\Gdx=  \\x*  +  C. 


Aufgabe    4.     Man    soll    folgende    Differential  -  Functionen 
integriren. 


Auftösung.    Es  wird 


5^,  8 


l\.ffedx  =  fz*dx  =  l^+C^y  +  C  =  -|y?  +  c. 
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oder 

/"■£:—?-  +  * 

IV.  74f7dir  =  ifadx  =  i/'A/r  =  4  ^-  +  6', 
»"  J  J  i+l 

i 

/4K.rrfr  =  4^-  +  C  =  3K**  +  C. 

J  T 

V.  /*-i-  <fc  =  lfx~*dx  =  4-2L-L.  +  6'=  4^-  +  G\ 

/^  rfx  =  4 .  i  p7*  +  c  =  ej/J5  +  c. 
•'  j/J 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential  -  Function 
(,<  +  7f7      »+£)*■ 

mtegriren. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  8  der  Tabelle  ergiebt  sieb 

/(" +  '**-£+?>' 

yx° 

=  /',««&  + /7fr«/,  -  f£-  d, + f±  d* 

=  I x*dx+7J x^dx  —  lll V~* dx  +  bix-*dT. 

Wenn  man  die  Integrationen,  welche  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  angedeutet  sind,  nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle 
ausfuhrt  und  dabei  die  vier  auftretenden  Integrations-Constanten 
in  eine  einzige  Constante  zusammenfasst,  so  findet  man 
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+  7-f-— -11    ''  ,    +5     '        ,    ,    +V 


4+1 '        £+1  —  £+1  —6+1 

i  -I 

=  T+7T-li:^+5^5  +  C' 
-T  +  ¥**  +    S~-£  +  " 

°         J  2  Vj» 

Aufgabe  6.    Man  soll  den  Ausdruck 

berechnen. 

Auflösung.    Man  erhält  zunächst 

1  /*  /*-?  4  /"  4  /* 

=  —  I  .r3<&r  —  7  p°  rf.r  +  -  /  x*dz  —  -  I  x~2(lx 

1    3*+'  **+!        4    .r'+'         4      *-2+* 

4  3+1  |+l+74+l       3— 2+l  + 

Dies  giebt 

y  \4  /  3z*/         10     2  3o         Ja- 

Aufgabe  7.    Man  soll  den  Ausdruck 

/  (asinz  +  ÄCOS.r  +  cex)dx 
berechnen. 

Auflosung.    Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  11.  13  und 
14  der  Tabelle  erhält  man 
/(örsinz  +  #COS:r  +  cex)d.r  =  —  acosz  +  ^shl-r  +  ce*  +  C. 

Aufgabe  8.    Man  soll  den  Ausdruck 
berechnen. 


§  G.    Integration  durch  Substitution.  23 

Auflösung.    Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  IL  12  und 
15  der  Tabelle  erhält  man 


/( 


ma*dr  +  n-^  +  p  ^A=  ™  Jj-  +  nix  +  ptgx  +  C. 


Aufgabe  9.    Man  soll  den  Ausdruck 

ff     dx  dx  dx      \ 

J  vr+? +  "ä  +  yr^w 

berechnen. 

Auflösung.  Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  16,  17  und 
ls  der  Tabelle  erhält  man 

/i|Vaife+yi=p)==arct«-r-flC^+arcsin-r+6' 

Bemerkung. 

Das  vorstehende  Resultat  kann  man  auch  auf  die  Form  briugen 

/(i r£i  + « ,4b + ynb) — arc  •***  - actgx  -  *rc co8x + c- 

Von  der  Richtigkeit  dieser  beiden  Resultate  kann  man  sieh  leicht 
dadurch  überzeugen,  das  man  in  beiden  Fällen  das  Resultat  differentiirt. 
Dann  erhält  man  in  beiden  Fällen  den  Ausdruck  unter  dem  Integral- 
zeichen. 

§6- 

Integration  durch  Substitution. 

Im  Allgemeinen  wird  bei  Anwendung  der  Formel 

d.i  ^(/)(fr=/(/)+C 

nicht  /(/).  sondern /' (.r)  =  */(>•)  gegeben  sein.  Dann  wird  man 
fix)  meistens  nicht  unmittelbar  bestimmen  können.  Dagegen 
kommt  man  häufig  dadurch  zum  Ziele,  dass  man  statt  der  Ver- 
änderlichen x  eine  andere  Grösse  t  als  lntegrations  -  Veränder- 
liche einfährt,  indem  man 
<2.)  x  =  xp(t),    also    dx  =  if>'(t)dt 

setzt.    Dadurch  erhält  man 
3.  t  ftp (x) dx  =f<f  [tp (*)] .  if>'  (t) dt  =  f*\t) dt. 
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In  vielen  Fällen  wird  man  die  Function  tp{t)  passend  so 
wählen  können,  dass 

(4.)  F{t)  =  0'(t) 

und  deshalb 

(5.)  fif  (x) dx  =  /'</>'  (0  dt  =  (l>(t)  +  C 

wird.  Drückt  man  nun  in  diesem  Kesultate  die  Grösse  t,  der 
Gleichung  (2.)  entsprechend,  durch  x  aus,  so  ist  die  Integration 
vollzogen. 

Dieses  Verfahren,  welches  man   „Integration  durch   Substi- 
tution"  nennt,  wird  am  besten  durch  Beispiele  erläutert. 


Beispiele  für  die  Substitutions-  Methode. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Xr.  19  bis  52.) 


— ^—  =  y 

x  +  a 


Auflosung.    Setzt  man 
(1.)  x  +  a  =  t,     also     x  =  /  —  a.     dx  =  dt, 

so  wird  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

<*>         ./^=/t="  =  "'  +  "v" 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
(3.)  f_^  =  Kr_al 

Aufgabe  2.  7'cos(#  +  a)  dx  =  ? 

Auflosung.    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  Aufgabe  1 
findet  man  nach  Formel  Nr.  13  der  Tabelle 

(4.)  /cos(./-  +  a)dx  =■  sin(r  +  «). 


*)  Die  Integrations  -  Constante  möge  hier  und  bei   den  folgenden 
Aulgaben  dei  Kürze  wegen  fortgelassen  werden. 
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Aufgabe  3.  ^/sin(a  +  bx)dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
( 5.)  a  -f  bx  —  t,     also    x  =  — —  ?     dfr-  =  -j  ? 

so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  14  der  Tabelle 

/*  1  C  1  1 

(6.)    I$>m(a+bx)dx  =  j-  lsinidt=:  —  -  cost  = —  ^-cos(a+4.r). 

Aufgabe  4.  /  — »    "r    %     =  ? 

8  /  cos2  (4— Sx) 

Auflösung.    Indem  man 
l7.)  4  —  Sx=t,     also     —  Sdx  =  dt 

setzt,  erhält  man  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle 
x     C        dx  1  f  dt  1  1 

Aufgabe  5.  /  cos(£W  =  ? 

Auflösung.    Indem  man 
( 9.)  *  =  2  /,     also     dx  =  2  rf* 

setzt,  erhält  man 

( 10.)       /  cos  (0  </.r  -=  2  /cos*  <ft  =  2sin*  =  2sin(|Y 

Li  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  folgenden  Resul- 
taten: 

(11.)  t(*+h*dx  =  t  I  <*"+**  •  d{a  +  bx)  =  i  <*+**. 

(12.)  /  <?"<&:  =  a  / *"  tf(  -  J  =  ae T. 

(13.)  /  «""  ""  <fe  =  —  a  f  e~~  ~^d(—  0  =  —  «<f  T. 


(H.) 


s'"'(t)    J^'Ct) 
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,'i*\    /'  <fa  1  /*  rf(a  +  4z)  1         4    .     ,    ,   . 

(16.)  /  (o  +  bz)*dx  =  I /(a  +  Ä«)»  d{a  +  ix)  =  il±^rV . 

5    — — ~— — — 

•  17.)  /  fy(a+bxfidz  =  J-/(«  +  *r)*rf(«+  4r)  =  iL^L+ifT. 

riB-i  /1_*L_        1/1   ±iHw±n       7^(a  +  *.rV 
JV{a+b*y       0J  i0 

Aufgabe  6.  j-^  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(19.)  x  =  af,     also     dx  =  adt,     t  —  -*. 

so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  18  der  Tabelle 
f  dx  f   adt  1  /*<// 


Aufgabe  7.  /  -7=^ 

JVa*- 


=  9 


Auflösung.    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man 

v    /    dx           f     adt  f    dt  .   /x\ 

\il.)  I  =  /  =/-7         =  arcsin*  =  arcsin(- )• 

Aufgabe  8.  f,  dx      =  ? 

Auflösung.    Hier  wird  man  setzen 

[22.)  t  =  x  +  ya*  +  x*.     also     dt  =  (l  +  -^J==)dx, 

oder 

«r  = — r- —  dx  =     ,  • 

Va*  +  j*  Va*  +  x*' 
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daraus  folgt 

(a)     Jvwh  -fr  =  "='<*+ v*T?>. 

Durch  Vertauschung  von  +  a2  mit  —  a2  erhält  man  aus 
Gleichung  (23.) 

xdx 


Aufgabe!).  J+  +  -& 

Auflösung.    Setzt  man 


=  ? 


<25.)  a2  +  z2  =  t,     aiso     2zdz  =  dt, 

so  findet  man 

arcfe         1  fdt      1 


Durch  Vertauschung  von  +  a2  mit  —  a2  erhält  man  aus 
Gleichung  (26.) 

Aufgabe  10.  /     xdx     =  9 

Auflösung.    Setzt  man 

■28.)  ya*  —  x*  =  t,     also     a2  — .>;2  =  *2, 

so  wird 

und 

^Jysrzä  =J-  r  =~Jdt=  -t—v*-* 

Aufgabe  11.  /* , xdx     =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 

i30.)  ya*  +  T*  =  t,    also    a2  +  ^  =  ^, 

so  wird 
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xdx  =  fdt 
und 

(31.)        f-^=l¥  =  f*=t=+V*+2. 
jyai  +  x*       J    t       J 

Durch  Vertauschung  von  +  a-  mit  —  a1  findet  man  aus 
Gleichung  (31.) 

(32.)  (  ***       =  +V3=^5. 

Die  in  den  Gleichungen  (29.),  (31.)  und  (32.)  enthaltenen 
Resultate  hätte  man  auch  leicht  durch  unmittelbare  Integration 
finden  können,  wenn  man  von  den  Formeln  Nr.  30  bis  32  der 
Tabelle  für  die  Differential-Rechnung  ausgegangen  wäre. 

Aufgabe  12.  fj^  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(33.)  f  =  \x,    also    dt  =  —, 


x 


so  erhält  man 

Auflösung.    Setzt  man 
(35.)  4.r2  —  Ix  +  11  =  t     also     (8*  —  7)  dx  =  dt, 

so  erhält  man 

Auflösung.    Setzt  man 

(37.)  &r4  +  5;r3  —  2*2  +  Sx  —  7  =-  t, 

also 

(12s>  +  15.r2  —  4r  +  8)c/.r  =  <//. 

so  erhält  man 
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.    j\12z*+lte*—4r  +  8)dz  _  fdt  __ 
{ '*'}  J  &H  +  5**  — 2**+&r— 7  - J  J  -  U 

=  \(3x*+bx*  —  2j*+8z—  7). 
Die  in  den  letzten  Aufgaben  angewendete  Methode  bestand 

darin,  dass  man  das  Integral  auf  die  Form  /  -r  brachte.    Dieses 

Verfahren  ist  immer  anwendbar,  wenn  unter  dem  Integralzeichen 
ein  Brach  steht,  dessen  Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist. 
Setzt  man  nämlich 

1.39-)  /M  =  U    also   f\x)dx  =  dt, 

so  erhält  man 

und  damit  den 

Satz.  Steht  unter  dem  Integralzeichen  ein  Bruch,  dessen 
Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist,  so  ist  das  Integral 
gleich  dem  natürlichen  Logarithmus  des  Nenners. 

Bei  den  Anwendungen  dieses  Satzes  wird  man  allerdings 

häufig  mit  der  Function  unter  dem  Integralzeichen   erst   eine 

•  Umformung  vornehmen   müssen,   um   sie  auf  die   beschriebene 

Form  zu  bringen,   wie  man  aus  den  hier  folgenden  Aufgaben 

ersehen  kann. 


Aufgabe  15.  ftgxdx  =  ? 

C—smxdx 


sin# 
Autlösung.    Bekanntlich  ist  tg.r  = >  so  dass  man  erhält 


(41.)  Itgxdx  =  —I~- 


cos# 

Jetzt  steht  unter  dem  Integralzeichen  ein  Brach,  dessen 
Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist,  folglich  ist  das  Inte- 
gral der  natürliche  Logarithmus  des  Nenners,  und  man  erhält 

(42.)  Jtgxdx  =  —  l(cosr). 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

(43.)  jctgxdx  = /^Lf  ==  l(sinr). 


30  §  7.    Beispiele  für  die  Substitut ioas-Methode. 

dx 


Aufgabe  16.  / 


sin  5:  cosx 


Auflösung.    Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
unter  dem  Integralzeichen  durch  cos^r.  so  erhält  man 

/•dx 
(44  \  f    dx      _  /^^  _  fite*). 

^  J  SÜl.r  COS*      ,/    tga*        J     tgx 

folglich  wird 

r    dx 

(45.)  -, =  l(tgr;. 

v      '  /  sinrcos.?-  *   } 


Aufgabe  17.  /^  =  ? 

*  y  sin* 


Auflösung.    Diese  Aufgabe  lässt  sich  leicht  auf  die  vorher- 
gehende zurückführen,  indem  man 
(46.)  x  =  2l 

setzt  und  die  bekannte  Formel 

sin.r  =  sin  (2/)  =  2  sin/  cos  t 
beachtet.    Dadurch  erhält  man 

W£- fwJL-,  -  '*— K0]= ■-'[<)} 

Aufgabe  18.  /—  =  ? 

■  /  COS* 

Auflösung.     Diese    Aufgabe    wird    auf   die    vorhergehende 
zurückgeführt,  indem  man 

(48.)         .r  =  -  —  /,     also     cosr  =  sin/,     rfr  =  —  Jt 

setzt:  dann  erhält  man 

y^7=-/w=-iKi)]- 

oder 

<->/^  =  -'K-l-t)]-+'Nf-D! 
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"  1  +  e~* 


*uf»abe19'         /TT^*dx  =  ? 


Auflösung.  Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
unter  dem  Integralzeichen  mit  <?*,  so  wird  der  Zähler,  nämlich 
(ex  +  l)dx,  das  Differential  des  Nenners  e*  +  «,  folglich  wird 
das  Integral  gleich  dem  Logarithmus  des  Nenners;  d.  h.  es  wird 


(50.) 


7  1  +  xe~*  f      e*  +  x  v 


Aufgabe  20.  /(sin4«— 3sin3«+4sm2«+llsin«)cos«rf«==? 

Auflosung.    Setzt  man 
[hl.)  sin«  =  /,    also    cos«r/«  =  e#. 

so  erhält  man 
(52.) /(sin1« —  3  sin3«  +  4  sin2«  +  11  sin«)  cos«  rf«  = 


j 


1    .  _         3    .   .      ,   4    .  „      ,    11    ., 
-  sm5«  —  j  sin4«  +  -  sin8«  +  -r-  sin2«, 
o  4  ö  £ 


Man  erkennt  sofort,  dass  diese  Substitution  immer  eine  Ver- 
einfachung herbeifuhrt,  wenn  unter  dem  Integralzeichen  eine 
Function  von  sin«  steht,  welche  mit  coszdx  multiplicirt  ist.  denn 
man  erhält  dann 

(53.)  //(sin x)  cos«  dx  =  ff(t)  dt. 

.   .     .      -«  fcosxdx 

Aufgabe  21.  /  — v- —  =  i 

*  J    sin1« 

Auflösung.    Indem  man  die  soeben  angegebene  Substitution 
benutzt,  findet  man 
,m±.       ftosxdx       fdt       f  t~*  1 

Steht  unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  von  cos«, 
multiplicirt  mit  sin«</«,  so  wird  man  durch  die  Substitution 
(55.)  cos«  =  t,    also    —  sin«d«  =  dt 
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eine  Vereinfachung  herbeiführen;  denn  es  wird 
(56. )  //(cos*)  .  sin*tf*  =  —ff(t)dt. 

Hieraus  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die  Lösung  der  beiden 
folgenden  Aufgaben. 

Aufgabe  22.    /(cos3*  —  2 cos2*  -f  3cos.r  —  4)sin*rf*  = 

—  j  cos**  +  -  cos3*  — '-  cos2*  +  4eos.r. 

*sin*d* 


«£la«  /sin*a* 

Au,8abe23'        l-tt  =  +  t 


3  COS:i* 


Häufig  wird  man  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
erst  umformen  müssen,  ehe  man  die  in  den  Gleichungen  (53.) 
und  (56.)  angedeuteten  Substitutionen  anwenden  kann.  Wie 
dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  24.  /'cos3*rf*  =  ? 

Auflösung.    Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 
1 57.)  cos2*  =1  —  sin2* 

erhält  man 
ir>S.)J%co^xdz  =  /  (1  —  sin2*)  cos*  tf*  =  /  ( 1  —  sin2*)  rf  (sin*) 

f  11 

=  /  (1  —  P)dt  =  t  —  ^  P  =  sin*  —  -  sin3*. 

Aufgabe  25.  /'sin5**/*  =  ? 

Auflösung.    Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 
1 59.)  sin2*  =1  —  cos2* 

erhält  man 

(60.)  /sin3**/*  =./d — cos2*)2 .  sin*rf*  =  — /'(l— cos2*)2</(cos*) 

=  -j(i  —  2r-  +  t*)dt  =  —  ('-§'3  +  |<5) 

=  —  cos*  +  —  cos3*  —  —  cos5*. 

o  5 
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Aufgabe  26.  fwtf*+xxdz  =  ? 

Auflösung.  In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  24  findet 
man  hier 

(61.)  fw$*+xxdx  =/(  1 — sin2*)",  cos*d*  =/(l--sin*r)" .  d(sin*). 

Durch  den  Factor  rf(sin*)  soll  angedeutet  werden,  dass 
sin*  zur  neuen  Integration» -Veränderlichen  gewählt  wird. 
Dadurch  erhält  man 

(62.)fcos?»+izdx  =  /(l  —  fl)ndt 

±  ("V""2  +  <*•]  dt 

-\l/2n  —  1  +  2n+  l" 

Aufgabe  27.  /sin2**1**/*  ==  ? 

Auflösung.  In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  25  findet 
man  hier 

(63.)  fe\^+xzdx=ßl-- cos2*)*.  sin*rf*= — fil— cos2*)*1  .d(cos*). 

Auch  hier  soll  durch  den  Factor  rf(cos*)  angedeutet  werden, 
dass  cos*  zur  neuen  Integration-  Veränderlichen  gewählt  wird. 
Dadurch  erhält  man 

(64.)  /sin2"*1*  dz  =  —  f{i  —  fl)ndt, 

also,  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  von  der  Bedeutung  der 
Veränderlichen  t}  dasselbe  Integral  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe. 

Aufgabe  28.      /skr*  cos2n+1*rf*  =  ? 

Auflösung.  In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  26  findet 
man  hier 

(65.)  ysm^cos2"*1**/*  =  /sinOT*(l  —  sin2*)w  .  d(sin*) , 

Stegemann  -  Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  3 
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wo  durch  den  Factor  rf(sins)  angedeutet  werden  soll,  dass  sin* 
zur  Integrations- Veränderlichen  gewählt  wird.  Hierdurch  erhält 
man  z.  B. 

3         1  3sin3#  "*"  sin# 

Aufgabe  29.       fcosmz  sni2n+lzdz  =  ? 

Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  27  findet 
man  hier 

(67.)fco&*z  sm7n+*zdz  =  — fwü*x(l  —  cos2a;)*tf(cos:r), 

wo  durch  den  Factor  rf(cosar)  angedeutet  werden  soll,  dass  cosa; 
zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird.  Hierdurch  erhält 
man  z.  B. 

(68.)  /cos2*  su&xdx  =  — ft*  (1  —  fl)  dt  =  —fip  —  *4)  dt 

__ fi       fi  __ CQ83a:       COS5*; 

""        3  +  5  ~~        T~  +  ~"5"" 

Aufgabe  30.  ftttfz  -  8  tfr  +  5 tg*  -  7)  ^  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 

dir 
(69.)  tg*  =  *,     also     ^  =  ^, 

so  erhält  man 

(10.)ftt#x  —  8ttf*  +  5tgs-7)^=yV-8*H5*-7)<Ä 

-*— 8-  +  ir~7'-i 3~  +  "^ — 7tg*- 

Dieselbe  Substitution  kann  man  immer  anwenden,   wenn 

unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  von  tga\  multiplicirt 

dx 
mit  — 5-»  steht,  d.  h.  es  wird  ganz  allgemein 

(71.)  jfQgz)  j^  =  ff{tgx)  .  d(tgx), 


—  V 
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wo  durch  den  Factor  d(tgx)  angedeutet  werden  soll,  dass  tg* 
zur  Integration- Veränderlichen  gewählt  wird. 

/dx 
(ctg<*-3ctg*r+5)K 

Auflösung.    Setzt  man 

dx 
(72.)  ctgs  =  *,    also     _-g— =  #, 

so  erhält  man 

Q*-)f{<W*  -  *<*g2*  +  5)  ^  =  -f{?  -  Sfi  +  h)dt 

=  —  -  + 5*  =  —  -=|—  +  ctg3*  —  öctgs. 

Dieselbe  Substitution  kann  man  immer  anwenden,  wenn 
unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  von  ctg*,  multiplicirt 

mit  -T-j-f  steht,  d.  h.  es  wird  ganz  allgemein 

(74.)  ff(f*g*)  fijfc  =  -ffictgx)  .  rf(ctgs), 

wo  durch  den  Factor  rf(ctgs)  angedeutet  werden  soll,  dass  ctg* 
zur  Integration  -  Veränderlichen  gewählt  wird. 

Häufig  wird  man  erst  eine  Umformung  vornehmen  müssen, 
ehe  man  auf  die  in  den  Aufgaben  30  und  31  vorausgesetzte 
Form  der  Differential  -  Functionen  geführt  wird.  Wie  dies 
geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  32.  /(tg3*  —  7tg2*  +  2tgx  +  9)dx  =  ? 

Auflösung.    Damit  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 

dx 
eine  Function  von  tg*,  multiplicirt  mit  — ^-?  wird,  muss  man 

sie  durch  cos2*  dividiren  und  deshalb  auch  mit 

/FT*  \  9  COS2*  1 

(75.)  COS2*  =  x ; =-=-  =  z-:~r  ^ 

V   '  COS2*  +  sin2*    1  +  tg2* 

mulüpliciren.      Dadurch    erhält    man    mit   Rücksicht    auf  die 

Gleichungen  (69.) 

3* 
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(76.)  /(ig*x  —  7tg*x  +  2tgx  +  9)dx 

_  ftg*z  —  7tg2x  +  2tgx  +  9       dx 
tg*r  +  1  "  COS** 

73  _  7^2  +  2t  +  9 


-/ 


dt. 


Nun  ist,  wie  man  durch  Division  findet, 
(77.)        fi—  7P  +  2t  +  9  =  (tf2  +  1)  (t  —  7)  +  *  +  16, 
folglich  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  9,  24  und  18 
der  Tabelle 

dt 


™/^^  *=/<«-')*  V4Wt 


+* 


=  ^~7t  +  *!(<*  + 1)  +  iß'arctgf, 


(79.)  <  =  t£s,     i  +  <i  =  -JLf    *  =  arctg* 


oder,  wenn  man  beachtet,  dass 

(79. 

ist, 

(80.)  f(tg3x—  7tg1z+2tga:  +  9) dx  =  ^  —  7tgz— l(cos.r)+  16ar. 

Dieses  Verfahren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

(81.)  Jf(tgx)  .  efa  =f^~  •  <*(**). 

Aufgabe  33.  TV4* .<*#  =  ? 

Auflösung.    Nach  Gleichung  (81.)  erhält  man.  indem  man 
tg#  zur  Integration- Veränderlichen  macht  und  mit  /  bezeichnet, 


(82, 


>  f^-f&i-wj&i- 


Bei  der  weiteren  Behandlung  des  Integrals  muss  man  zwei 
Fälle  unterscheiden,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
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I.  Fall,     »  =  2m. 

(83.)  ftg^z .  dx  =  f^  di  =  f(ft—*  —  &-*+-... 

±1=F1^V 

Es  ist  z.  B. 
(84.)  jtg*zdx  =  ^  —  ^-  +  tgr  —  a-. 

II.  Fall.     »  =  2m  +  1 

ttf»+*X.dT=J-(2-—idt 

=f(t*-*-fi~  +  -...  ±t  +  wLJ)dt 

-^ 2^=2  +~---±— TiHl  +  tg^), 

wobei  man  noch 

il(l+W  =  il(^)=-l(coSa-) 
setzen  darf.    Es  ist  z.  B. 
(86.)         fe*  .dfc  =  a&-^  +  te  +  l(cos*). 

Aufgabe  34.  f{<tig*z  +  3ctg*z—7)dT  =  v> 
Auflösung.    Damit  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
eine  Function  von  ctg#,  multiplicirt  mit  -v-^->  wird,  muss  man 

sie  durch  sin2#  dividiren  und  deshalb  auch  mit 

/o^  \                  •  o              sin2#  l 

(87.)  sin2a;  =  -r— — ■ =  — - — —?- 

v  SUl2.r  +  COS2*         1  +  Ctg2* 

multipliciren.      Dadurch    erhält    man   mit    Rücksicht    auf  die 
Gleichungen  (72.) 
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(88.)ßc&z  +  3ctg**  -  7)  dx  =  -jtA+t^-1  dt 

=  —ß#  +  2  —  j-^p)*  =  —($  +  2t  +  »arc  ctg*), 
oder,  da  ctg*  =  t  und  arc  ctg*  =  *  ist, 
(89.)    /(ctg**  +  3  ctg2*  —  7) dx  =  —  ^|^  —  2  ctg*  —  9*. 

Dieses  Verfahren  ffihrt  zu  der  allgemeinen  Formel 
(90.)  ^(ctg*) .  dx  =  -f£&?L  .  tf  (ctg*). 

Aufgabe  35.  fctgnx  .dx  —  ? 

Auflösung.    Nach  Gleichung  (90.)  erhält  man,  indem  man 
ctg*  zur  Integrations-Veränderlichen  macht  und  mit  t  bezeichnet, 

Die  weitere  Behandlung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  sodann 
aus  Aufgabe  33. 

dx 


-=? 


Aufgabe  36.  J-^ 

Auflösung.    Bekanntlich  ist 

1  dx 

<92)         Ä  =  I+t«2*   md    «55  =  *<*'>' 
folglich  wird 

Dasselbe  Verfahren  fuhrt  zu  der  allgemeinen  Formel 

<94-)        fJik  =j (1  +  tgV/,~'  d<tgx)> 

wo  durch  den  Factor  d(tgx)  angedeutet  werden  soll,  dass  tg* 
zur  Integrations-Veränderlichen  gewählt  wird. 
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Aufgabe  37.  f*fc  =  ? 

Auflösung.    Bekanntlich  ist 

1  dz 

(95>)     SH^  =  1  +  Ctg,x  und    ^iHv  =  —  rf(ctgx)' 

folglich  wird 

=  -ctgz f SL-. 

Dasselbe  Verfahren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

wo  durch  den  Factor  rf(ctga?)  angedeutet  werden  soll,  dass  ctg« 
zur  Integrations- Veränderlichen  gewählt  wird. 

In  ähnlicher  Weise  bildet  man  die  folgenden  Formeln, 
welche  zur  Vereinfachung  der  Integrale  von  transcendenten  Func- 
tionen dienen. 

(98.)      Jf{a*)  .  a*dz  =  Yiff^)  •  *(*), 

(99.)      ff{+)  .  e*dz  =jf(e*) .  <*(*•), 

(100.)    jA\x)^=ff(\z).d{\z\ 

(101.)     //(arc  sinz)  •  =  //(arc  sin#) .  rf(arc  sin.r), 

/(arc  cos#)  •  =  —  //(arc  cos#) .  rf(arc  cosz), 

(103.)   j(/(arc  tgs)  •  ^-2  =  //(arc  tgs) .  tf  (arc  tg*) , 

/*  dz  C 

(104.)     //(arc  ctg z)  •  j-— -2  =  —  //(arc  ctg#) .  rf(arc  ctg.r). 
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Hierbei  soll  durch  die  Factoren  d(a*),  d(ex),  di\x), 
rf(arcsina:),  c?(arccosar),  (/(arctga-),  rf(arcctgar)  angedeutet 
werden,  dass  bezw.  die  Grössen  ax,  e*,  \x,  arc  sin*,  arccosz, 
arc  tgz,  arc  ctg#  zu  Integrations- Veränderlichen  gewählt  werden. 

Zur  Einübung  dieser  Formeln  mögen  die  folgenden  Aufgaben 
gelöst  werden. 

Aufgabe  38.     f{a>*  +  Sax  —  i)dx  =  ? 
Auflösung.    Bezeichnet  man  ax  mit  *,  so  wird 

(105.)    /{<#*  +  3a*  —  l)dx  —f{ax  +  3  —  la~x)  .  axdx 

-iHI*"-1"8-"-7*1"} 

Aufgabe  39.  j*»<\*).d,  =  , 

Auflösung.    Bezeichnet  man  \x  mit  t,  so  wird 
(106.)         /*??M:  -  =  fcostdt  =  sin*  =  sin(lx). 

...      Mtt             i'arcsina:.  dx      §J 
Aufgabe  40.  /  -  7_^ —  =  i 

J   Vi  —  *2 

Auflösung.    Bezeichnet  man  arcsina;  mit  t,  so  wird 

/i/M-  \          /"arc  sin# .  dx        i\  lA      t2      1  .  9 

(107.)         /  — - =  /*<//  =  -  =  -  arc  sin2.r. 

Aufgabe  41.  /  t    ,     ?     »      =  ? 

y  (1  +  ^2jarctga; 

Auflösung.    Bezeichnet  man  arctgrr  mit  f,  so  wird 

(108-)        /M    ,     f*     f      =  /t  =  "  =  Harc  tgr). 
v       '       J  (1  +  z2)arctg.r     y   / 

Steht  unter  dem  Integralzeichen  irgend  eine  rationale  Func- 
tion von  sin*,  cos#,  tg#,  ctgar,  so  kaim  man  diese  transcendenten 
Functionen  durch  die  Substitution 
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(109.)  **(%)=* 

fortschaffen,  so  dass  man  unter  dem  Integralzeichen  nur  noch 
eine  rationale  Function  von  t  behält.  Es  folgt  nämlich  aus 
Gleichung  (109.) 

.  0  .   /,x       /,\        2Sin(|)cos(0 

V2/  V2/  -<ö+sin2(i) 

cos2  (-\ sin2f — ^ 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  durch 
cos2(  |- j  dividirt, 

!  +  *■(§)      ,  +  ' 

(111.)  cos*  = 


1+— ■  1+" 


*'(§) 


(112.)  tg*  =  jfLj,       ctg*  =  -^- • 

Aus  Gleichung  (109.)  findet  man  sodann  nocli 

2  dt 
(113.)  x  =  2arc tgtf,    also    rf*  = 

und  erhält  dadurch  die  Formel 

(114.)  Jfdsmx,  cos*,  tg*,  ctg*)rf*  = 

ff/    2t         1  —  &         2t         1— 1*\    2 dt 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  kann  man  z.  B.  die  folgende  Auf- 
gabe lösen: 
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Aufgabe  42.        /'  .(1  + "  *">  *  =  ? 

9  J  sina;(l  +  cos*) 

Auflösung.      Nach  Gleichung  (114.)  wird 
f  (1  +  sins)(fe  _  /?  2*    \    2<ft    b      2*     /         1— **\ 

7  sin*(l  +  cos*)  ~7  V  +  l  +  0,/ 1  +  ** :  1  +  ** V        l  +<v 


also 


=Mf)+*(§M>K0} 


Bei  der  Integration  durch  Substitution  ist  die  neue  Inte- 
grations- Veränderliche  t  im  Allgemeinen  so  zu  wählen,  dass  jedem 
Werthe  von  x  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  ein  Werth 
von  t  zugeordnet  ist,  und  umgekehrt  darf  jedem  Werthe  von  t 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  ein  Werth  von  x  ent- 
sprechen. Wenn  diese  Regel  nicht  beachtet  wird,  so  können 
leicht  Fehler  entstehen.  In  einem  späteren  Abschnitte  soll  dieser 
Fall  noch  besonders  untersucht  werden. 


§8. 

Integration  durch  Zerlegung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  53  bis  60.) 
In  vielen  Fällen  kann  man  die  Differential-Function  F(x)dx 
unter  dem  Integralzeichen   in   zwei  oder  mehrere  Summanden 
zerlegen,  die  dann  einzeln  sehr  leicht  integrirt  werden  können. 
Wie  dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabel.  j-£-=? 

Auflösung.     Bringt    man    die    beiden    Brüche      und 

1  x      a 

auf  gleichen  Nenner,  so  erhält  man 


x  +  a 


(1.) 
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1  1  2a 


x  —  a       x  +  a       x2  —  a2 
deshalb  wird 

(20    r_*i//j 1  )* 

v    '        J  x1  —  a2       2aJ  \x  —  a       x  +  a/ 

Au,9abe2-   y^+it+i6=? 

Auflösung.    Diese  Aufgabe  kann  man  auf  die  vorhergehende 
zurückfuhren.    Ergänzt  man  nämlich  die  beiden  ersten  Glieder 
des  Nenners  zu  einem  vollständigen  Quadrate,  indem  man  25 
addirt  und  dann  wieder  subtrahirt,  so  erhält  man 
(3.)     s2+10;z+16  =  (.r2+10*+25)  +  (16  —  25)  =  (z+5)2  —  9. 

Setzt  man  jetzt  noch 
(4.)  x  +  5  =  t}     also    dx  =  dt, 

so  wird 

/M         f         dx  =f         dx  f    dt 

(    }        J  x2+  10*  +  16     J  (x+  5)2  —  9  -Jt2  —  32' 

oder  nach  Gleichung  (2.),  wenn  man  x  mit  t  und  a  mit  3  ver- 
tauscht, 

(6.)  /* d± =  UP=?\  =  I  l(X-+A- 

Jz*+10z+ltS       6    V+3/       6    \*+8/ 

A^abeS.  /„  +  £+18  =  ? 

Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  wird  man  hier  den  Nenner  auf  die  Form 
(7.)  x*  +  6x  +  13  =  (x*  +  6x  +  9)  +  (13  —  9)  =  (x  +  3)2  +  4 
bringen  und 

(8.)  x  +  3  =  t,     also     dx  =  dt 

setzen;  dadurch  erhält  man 

(9)         f         **  -f         dx  -f    dt     . 

K'}        J  x2  +  ßx  +  13     J  (x  +  3)2  +  4  "7  *2  +  22 

Wollte  man  jetzt  die  Integration  nach  der  in  Aufgabe  1 
gefundenen  Formel  ausführen,  so  müsste  man 
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a2  =  —  4,     also     a  =  2  f  — 1  =  2e 
setzen,  so  dass  man  für  das  Resultat  eine  complexe  Form  erbal- 
ten würde.     Dies  kann  man  vermeiden,   indem  man  Formel 
Nr.  20  der  Tabelle,  nämlich 

/üTä»  =?■«*(!) 

für  a  =  2  anwendet.    Dadurch  findet  man 

»"'«">e  ♦•    y.» +tL+. = ? 

Auflösung.  Wie  man  schon  aus  den  beiden  vorhergehenden 
Aufgaben  erkennt,  muss  man  bei  dieser  Aufgabe  drei  Fälle 
unterscheiden,  jenachdem  b2  —  c  positiv,  negativ  oder  gleich 
Null  ist. 

I.  Fall.  b2  —  c>0. 

Setzt  man  in  diesem  Falle  der  Kürze  wegen 
(11.)  b2  —  c  =  +  a2,    also     YW^c  =  +  a, 

so  wird  a  eine  reelle  Grösse,  und  man  erhält 
(12.)  x2  +  2bx  +  c  =  {x2  +  2bx  +  b2)  +  (c  —  b2) 

=  (x+b)2  —  a\ 

Dies  giebt,  wenn  man  x  +  b  mit  t  bezeichnet,  nach  Auf- 
gabe 1 

/'         dx  __  f  dt      _  l_  ]  /t  —  a\ 

J  x1  +  2bx  +  c     Jt2  —  a2  ""2a   \t  +  a/ 
oder 


(13.) 


f  dx  __  1  .  /x  +  b  —  Vb2— c\ 

J  x2  +  2bx  +c"  ol/P"^    \r  +  b  +  YV^^c) 


Man  erkennt  ohne  Weiteres  den  Zusammenhang  dieses  Ver- 
fahrens mit  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen.  Um 
nämlich  die  quadratische  Gleichung 

x2  +  2bx  +  c  =  0 
aufzulösen,  bringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form 
x2  +  2bx  +  b2  =  b2  —  c 
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und  zieht  dann  auf  beiden  Seiten  dieser  letzten  Gleichung  die 
Quadratwurzel  aus.    Dadurch  erhält  man 

x  +  *  =  ±  V*2  —  c, 
oder 


2. 


(14.)      xx  ==  — *  +  ]/*2=r^,  X2  =  —  b  —  y& 

(15  )  i*1  +  ^  =  ~  2*?     **  ' ,T2  =  c'     **  —  **  =  2V*2  —  <*. 

I  s2  +  2&r  +  c  =  #2  —  (a-j  +  x2)x  +  xxx2  =  (x — xt)  (x  —  x2), 

wo  ar,  und  a?2  ^e  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
sind.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (13.)  ein,  so 
nimmt  dieselbe  die  Form  an 

(Ha.)  f. ± =  -J_  l(Z=*\ 

J  [x  —  Xi)(x  —  x2)       Xi—x2    \x —  x2J 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultats  kann  man  sich  in  fol- 
gender Weise  überzeugen.    Es  ist 

1 1  _  T\  — x2 

x  —  Xi         x  —  x2        (.r  —  xx)(x  —  x2) 
oder 

1  =        1       /_! LA 

(x  —  Xi)(z  —  x7)       xx — x2\x —  *,       x  —  xj* 

also  wird  in  üebereinstimmung  mit  Gleichung  (13  a.) 

f\ — t — > « —  IX- -> 

J  (x  —  xx)(x  —  x2)       xi—x2J\x  —  xx       x  —  x<J 

II.  Fall.  £2  —  c<0. 

Setzt  man  in  diesem  Falle  der  Kürze  wegen 
(16.)  i2  —  c  =  —  a\    oder    J/c  —  *2  =  <z, 

so  wird  a  eine  reelle  Grösse,  und  man  erhält 
x*  +  2bx  +  c  =  (*2  +  2bx  +  i2)  +  (c  —  i2)  =  (x  +  i)2  +  a2. 

Dies  giebt,  wenn  man  wieder  x  +  b  mit  t  bezeichnet, 

/dx  _  f        dx  __  f    dt     _  \_  /t\ 

x*  +  2bx  +  c  ~J{x  +  i)2  +  a2     Jfi  +  a*  ~"  a  arCle\a/ 
also 

/**x  f         dar  1  /  *+  Ä   \ 

<17-)      y^+2^+c  =  vT^arctg(y7^?J- 
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Es  ist  noch  hervorzuheben,  dass  die  Gleichungen  (13.)  und 
(17.)  richtig  bleiben,  gleichviel  ob  i2 —  c  positiv  oder  negativ 
ist,  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (13.)  erhält  aber  eine  com- 
plexe  Form,  wenn  i2 —  c<0  ist,  und  die  rechte  Seite  von 
Gleichung  (17.)  wird  imaginär,  wenn  i2  —  c>0  ist.  Der 
Zusammenhang  beider  Gleichungen  ergiebt  sich  aus  D.-B., 
Formel  Nr.  182  der  Tabelle,  nämlich  aus 

denn,  setzt  man 

x  +  b 


<f  = 


Vc-b* 


also  mit  Rücksicht  darauf,  dass  t'J/c— i2  =  J/i2— c  ist, 

z  +  b 


so  wird 

/i+yt\     ,yb*=c  —  (x  +  b)\  ,x+b-yyr^\ 

\l-yi)       Vj/A2— c  +  (x  +  b)/        K        }        \z  +  b  +  Vb*-c/ 

Gleichung  (18.)  geht  daher  über  in 

1  (—1)  +  1(  — \  )  =  2*  arc  tg  (    . ! h 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch 

2Yb*^~c  =  2t'}/^i2 
dividirt, 

(20.)  *,  l(*  +  b-V*Eh 

2]/*2— c    Vr  +  b  +  Yb*  —  c/ 

=    r  arctgl-^ H /       '  > 

Vc  —  *2  \|/c  —  *V      2l/c  — 62 

d.  h.  die  beiden  Werthe,  welche  man  in  den  Gleichungen  (13.) 

C  dr 

und  (17.)  für  /   %        '  gefunden  hat,  unterscheiden  sich 

von  einander  nur  durch  die  Constante 


(21.) 
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tl(— 1)    _  _  (2A+  l)n 
iVc  —  b*  ~~~  2}/7^V>  ' 


III.  Fall.  **  — c  =  0,    oder    c—bK 

Hier  wird,  wenn  man  wieder  x  +  b  mit  t  bezeichnet, 
f       dx         _  f       dx         _  f  dx      _  fdt  _  f   2    ___l 
Jx2+2bx+c  ~Jx*+2bx+b*  ~~Jix+by  -J  V  -J      at~       t' 
oder 

^22'^  J  x*  +  2bx  +  *2  =  ~~  x~+l ' 

Beispiele. 

J    x2  +  Sx  +  16  x  +  4 


Aufgabe  5.         j  1*% 


2bx  +  c 


Auflösung.  Wäre  bei  dem  Bruche  unter  dem  Integralzeichen 
der  Zähler  dem  Differential  des  Nenners  proportional,  so  könnte 
die  Integration  nach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle  ausgeführt 
werden,  nämlich  nach  der  Formel 


ß 


In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

/'(*)=  2* +  24, 
deshalb  nimmt  man  mit  dem  gesuchten  Integral  die   folgende 
Umformung  vor.    Es  ist 

Px+Q  =  (Px  +  Pb)  +  (Q  —  Pb)  =  j(2x  +  2b)  +  (Q  —  Pb), 
folglich  wird 
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f(Px  +  Q)dx.       ßP(2x  +  2b)  +  (Q  —  Pb) 
J  x*  +  2bx  +  c     J  x*  +  2bx  +  c  X 

_  P  f(2x  +  2b)dx  ./•        dx 

~  2J  X*  +  2bx  +  c  "*"  ^W  >J  x*+2bx  +  c' 


also 


Das  Integral,  welches  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
stehen  geblieben  ist,  findet  man  nach  Aufgabe  4.  So  ist  z.  B. 
für  £2  —  c>0 


<*•■>  ys^* 


2&r +  c 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14.)  und  (15.) 
/'   (Px  +  Q)dx 
J  (x  —  xt)(x  —  x2) 

Pu,  w  y,    ,    20  +  Pfa  +xi),/x  —  rl\ 

Aus  den  bekannten  Formeln 

1[(#  —  *,)  (*•  —  s2)]  =  1(*  —  xx)  +  \{x  —  X2)j 

»G^)=»(«-^)-i(*-^ 

ergiebt  sich  daher 

f  (Px+Q)dx     _/P      2Q  +  P(x,  +  *2)\ 
y(*-«,)(*-a-,)-^2+        2(*1-z2)       /^      *,; 

oder 

1      [(A,  +  Q)l(*  -  *,)  -  (P*2  +  0)1(3-  -  *,)]. 


«!— 3-j 
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Die  Richtigkeit   dieses   Resultats  kann  man  in  folgender 
Weise  bestätigen.    Es  ist 
tom  .  Px,  +  Q      IV,  +  Q  _  (Px  +  Q)  fa  —  g2) 

a;  —  z1  a: —  #2  (ar  —  #i)(a" —  x2) 

woraus  sich  durch  Integration  Gleichung  (24.)  unmittelbar  ergiebt. 

Beispiele. 

f(2x  +  43)<fr        /  (2*  +  l)<fa  r  <fa 

•y*a  +  Ä._i2  y.r2  +  ^_i2    V/Ä  +  iy  _/zy 

=  7l(*  —  3)  —  5l(*  +  4). 
Dasselbe  Resultat  findet  man  aus  Gleichung  (24.),  denn  es 
ist  in  diesem  Falle 

Xi  =  +  3,     ar2  =  —  4,     xi  —  a-2  =  7, 
P  =  2,     Q  =  43,     P*t  +  Q  =  49,     Px2  +  Q  =  35. 

/  (2g  —  3)<fc    __  f  (2x  —  4t)dr  f  dx 

J  x*  —  \x  +  20     J  .r2  —  4a-  +  20  +J  (a?  —  2)2  +  42 

=  1  (pfi  —  ±x  +  20)  +  +  arc  tg(^  -)• 

jUs  —  l)dx  _  iTto+12)— 19   ,  ,  /efe  /'  <fr 

m7  *2+6-r+9  ~J        0+3)'       ** ""  V«+8         70+3)2 

=  4i(*  +  B)  +  ;^nr 

Die  vorhergehenden  Aufgaben  behandeln  nur  die  einfachsten 
Fälle  der  Zerlegung  in  Partialbrüche.  In  einem  späteren  Ab- 
schnitte wird  gezeigt  werden,  wie  man  Jede  gebrochene  rationale 
Function  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  integriren  kann. 

Aufgabe  6.  /  -  /*   r  =  ? 

■  J  sin2.r  cos2*: 

Auflösung.    Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 

sin2#  +  cos2z  =  l 

Siegemann- Kiepert,  Integral-Rechnung.  4 
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erhält  man 

f      dz        __  rsinV  +  cosV      __  C  dx         C  dx 
J  sin2:r  cosV  ~~ J     sin2.r  cos2#         ~~ J  cos2*     J  sin2jr 

folglich  wird  nach  Formel  Nr.  15  und  16  der  Tabelle 
dx  cos2*  —  sin2* 


(26.)       I  .       x        =  tgx  —  ctg*  =  — 
J  sin2*  cosV      ^  ^ 


sm*  cos* 


2cos(2*)  ^   .    ^   , 

= : ^ =  2  Ctg  (2*). 

sin(2#)  ^v     y 


Aufgabe  7.  /U-^ —  =  ? 


Auflösung.  Dieses  Integral  ist  bereits  durch  Formel  Nr.  31 
bestimmt.  Damals  wurde  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
so  umgeformt,  dass  der  Zähler  des  Bruches  das  Differential  des 
Nenners  wurde.  Man  kann  aber  die  Integration  auch  durch 
Zerlegung  ausführen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  29  und 
30  der  Tabelle  erhält  man  nämlich 

f97  ^  f      ^r        __  / CQS2.r  +  sin2*  ,    __  j COS xdx        i\mxdx 
^    '' J  sinseos*  "~ J    sin*  cos*      ' '  ~~J    sin*      J    cos* 
=  l(sin*)  —  l(cos*)  =  1  (tg*). 

dx 


Aufgabe  8.       / - 

3  J  asinx  + 


ÄCOS*  +  c 


Auflösung.    Zunächst  wird  man  hier  die  in  Formel  Nr.  52 
der  Tabelle  angegebene  Substitution  benutzen  und 

tgf^j  =  tf,    also    dx  = 


(28.) 


1  +  *2 

2t  1—t* 

sin*  =  ,   ,  ^  ?       cos*  = 


setzen,  dann  erhält  man 

2  dt 


r  dx __  /• 

^     "'     J  asin*  +  6cos*  +  c  ~~J  Si 


2a*  +  Ä^l  —  rf2)  -r  c^l  +  rf2) 

2  dt 

(c  —  b)  t'1  +  2  a*  +  (6  +  c) ' 
oder,  wenn  man  die  Grössen  £,  und  c,  durch  die  Gleichungen 
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(30.)  a  =  bx  (c  —  J),     b  +  c  =  ei  (c  —  b) 

erklärt, 

(31.)        f  d*  =  _1_  /•  «*< 

/  ösin^  +  6cos#  +  c       c  —  bjl2  +  2bxl  +  cx 

Für  bx*  —  cx  >  0  erhält  man  daher  nach  Aufgabe  4  (Formel 
Nr.  54  der  Tabelle) 

f32)  f         dx  =    2    -        *       1/Wi-1/^TZ^ 

v     ';  J  asin.r+£cos#+c       c— 6    2l/At2 — ^    W*i+V*i2— <?,/ 
__  1  /t(c—b)  +  a—Vcfi+b*—c*\ 

~~  Va*+b*—c*    \l(c—b)+a+Ya*+b*-c*/ 

und   für    £,2 —  c,<0    erhält    man  nach   Aufgabe   4   (Formel 

Nr  56  der  Tabelle) 

m)  f  dx  =      2  1  /   <  +  *,    \ 

==-===  arctgf— ^=  ) 

yc2_a2_62        6VyC2_a2_j2y 


§9. 

Partielle  Integration. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  61  bis  86a.) 
Sind  u  und  0  zwei  beliebige  Functionen  von  a-,  welche  eine 
Ableitung  besitzen,   so   ist  bekanntlich   (vergl.  D.-R.,  Formel 
Nr.  28  der  Tabelle) 

(1.)  d{uv)  =  odu  +  Udo, 

oder 

(1  a.)  udv  =  d(uv)  —  odu, 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integrirt, 
(2.)  Judo  =  uc  —  f  odu. 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  ist  die  Integration  der  Differential- 
Function  udc  zurückgeführt  auf  die  Integration  von  vdu,  wobei 
es  durch  passende  Wahl  der  Factoren  u  und  dv  häufig  erreicht 
werden  kann,  dass  fodu  leichter  zu  ermitteln  ist  als  J udc. 


52  §  9.    Partielle  Integration. 

Wie  dieses  Verfahren,  welches  man  „partielle  Integra- 
tion" nennt*),  angewendet  wird,  mögen  die  folgenden  Aufgaben 
zeigen. 

Aufgabe  1.  fix  .  <fe  =  ? 

Auflösung.  Setzt  man 
(3.)  u  =  1#,     also     dv  =  dx, 

so  wird 

(4.)  <&  =  — ,       v  =  x. 

'  x 

folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (2.) 

Ix  .  dx  =  x  .  Ix  —  Ix.  —  =  x  .  \x  —  /  dx, 


oder 

(5.) 

flx.dx  =  x()x—l) 

Aufgabe  2. 

f  x™\x .  dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man  wieder 
(6.)  u  =  \x,     also     dv  =  xPdr, 

so  wird 

7.)  d u  =  — j        t?  = —  > 

7  #  m  +  1 

folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (2.) 

^la:.(ir=  -^— —  1* ^—  /:r'wrf.r 

m  +  1  m+}J 

_    af»+x  /. j^\ 

""  ™  +  1  \  X       m  +  1/ 
Für  m  =  0  geht  diese  Aufgabe  in  die  vorhergehende  über. 

Aufgabe  3.  fx  .cmx.dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(9.)  u  =  x,     also     de  =  emr  .  dx, 


*)  Die  häufig  gebrauchte  Bezeichnung  „theilweise  Integration"   ist 
sprachlich  nicht  zulässig. 
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so  wird 

(10.)  du  =  dx,       d  =  —  •  e»*. 

m 

(11.)  Ix.tP'.dx^  —  •  e"*—  —  i(***.dx 

J  m  ™J 

=  — «•  e^ftnx —  1). 


Aufgabe  4.  fxmxx .  dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(12.)  u  =  x,    also    rfö  =  sin«  .  dz. 

so  wird 
(13.)  du  —  dx  v  —  —  cos*-, 

(14.)  fx&inx  ,dx=  —  xcosx  +  /cosr  .  <£r 

=  — zcosx  +  sin.r. 

Aufgabe  5.  fx*cosx  .dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(15.)  u  =  x2,    also     rft?  =  cosr .  rfr, 

so  wird 
(16.)  du  =  2xdx,  v  =  sinz, 

(17.)  fx2CO$x  .  efe  =  #2sin2;  —  2^fxsmx  .  rflr, 

folglich  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (14.) 
(18.)  fx2co$x .  dx  =  #2sin*  +  2:rcos;z  —  2sin:r. 

Aufgabe  6.  yarcsin*  .dx  =  ? 

Auflösung.  Setzt  man 

(19. )  u  =  arc  sinr,     also    dv  =  dx. 
so  wird 

(20.)  du  =  ,  o  =  x, 

/  arcsin* .  cte  =  #arc  sma*  —  /  « 
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folglich  erhält  man  aus  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 
(21.)  ./arc  sinr .  dx  =  .rare  sin.r  +]/l  —  x2. 

Aufgabe  7.  fave  tgx  .dx  =  ? 

Auflösung.  Setzt  man 

(22.)  u  =  arc  tgx,    also    dv  =  dx, 
so  wird 

(23.)  du=  j-qf^>  v  =  x, 

I  arc  tgx .  dx  =  xave  tgx  —  /    '    '   2 ? 

folglich  erhält  man  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 
(24.)  ./arc  tgz  .  rfr  =  .rare  tgx  —  -£1(1  +  x2). 

Aufgabe  8.  /(»m  -dx  =  ? 

Auflosung.    Setzt  man 
(25.)  u  =  (\x)m,       also      dv  =  dx, 

so  wird 

dir 

(26.)  du  =  m(l.r)m-1 : »     c  =  jr 

(27.)  .f(}*)m  •  <&  =  .r(l.r)w  —  mj\lx)m-*  .  d>. 

Das  gesuchte  Integral  ist  durch  diese  Gleichung  auf  ein 
ähnliches  zurückgeführt,  das  aus  dem  gesuchten  hervorgeht,  in- 
dem man  m  mit  m  —  1  vertauscht,  und  das  deshalb  einfacher 
ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (27.)  findet 
man  für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  m  das  gesuchte 
Integral.    Ist  z.  B.  m  =  4,  so  erhält  man 

(28.)  J\\xY  .  dx  =  x(lxy  —  4 /'(l.r)3  .  dx, 

(29.)  . / \l *)3  .  dx  =  x  ( 1  «)*  —  3/(1  .r)2  .  <£r, 

(30.)  /(l^)2  -  <*#  =  a*(l*-)2  —  2  fix  .  r£r, 

(31.)  f\x.dx  =  xlx  —  x. 
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Indem  man  Gleichung  (29 )  mit  —  4 ,  Gleichung  ( 30.)  mit 
+  4.3,  Gleichung  (31.)  mit  —  4.3.2  multiplicirt  und  sodann 
die  Gleichungen  (28.)  bis  (31.)  addirt,  erhält  man 

(32.)       /(l*)*  .  dx  =  *[(1*)*  -  4tf*)3 

+  4  .  3(1*)2  —  4  .  3  .  2(1*0  +  4  .  3  .  2  .  1]. 
In  ähnlicher  Weise  findet  man 

(33.)       /(Iry.dr  =  *[(l.r)m—  m(lx)m^  +m(m—  \)(\ry—*— + 

. . .  ±  m(m  —  1) . . .  3  .  2  .  1*  +  m\] 

Aufgabe  9.  f*  .  xm .  dx  =  ? 

Auflosung.    Setzt  man 
(34.)  u  =  *"•,         also         do~  e*  .  dx, 

so  wird 
(35.)  du  =  mx™-*  .dx,  v  =  er, 

( 36.)  %/V  .  x"dx  =  *".**-  mfex  .  *"»-1  .  dir. 

Auch  hier  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  einfacheres  zu- 
rückgeführt, das  aus  dem  gesuchten  hervorgeht,  nidem  man  m 
mit  m  —  l  vertauscht.  Deshalb  findet  man  durch  das  gleiche 
Verfahren  wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe 

(37.)       />  .  af» dx  =  e* [x*  —  maf*-x  +  m(m—  I)*"-2 h 

. . .  ±  fn(m  —  1) .  . .  3  .  2  .  x  +  m{\. 

Aufgabe  10.  /cos2* .  dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(38.)  u  =  cos.r,        also        do  =  cos* .  dx, 

so  wird 

(39.)  du  =  —  sin* .  dx,  v  =  sin*, 

( 40.)  /  cos2*  .  dx  —  cos  x  sin*  +  /  sin2* c/*. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral ;  beachtet  man  aber,  dass 

sin2*  =1  —  cos2* 
ist.  so  geht  Gleichung  (40.)  über  in 

/cos2* .  dx  =  cos*  sin*  +  J  dx  —  /cos2* .  dx. 
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Dies  giebt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  2  dividirt. 

/l  x 

cos2# .  dx  =  -  sin#  cosa:  +  -• 


2  2 


Aufgabe  11.  /sinV .  dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(42.)  u  =  sin#,        also        rft  =  sina: .  r/.r7 

so  wird 
(43.)  du  =  COS#  .  dx,  c  =  —  C0S:r. 

(44.)  B/sin2a: .  rfe  =  —  sin#  cos#  +  fcos2x .  rfr. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 

cos2#  =  1  —  sinV   • 
ist,  so  geht  Gleichung  (44.)  über  in 

fsm^x  .dx  =  —  sinar  cos#  +fdx  — J  sin2.r  .  dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  2  dividirt, 


(45.)  /si 


sin2:r  ,dx  =  —  —  sina:  cos^  +  —  • 


Man  erkennt  ohne  Weiteres  den  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden  letzten  Aufgaben.  Die  Gleichungen  (40.)  und  (44.) 
stimmen  mit  einander  überein,  und  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (41.)  und  (45.)  erhält  man 

(46.)      J*co$2x .  dx  +  /sin2:r .  dx  =  /  (cos2.r  +  sin'4r)t£r  =  x. 

Die  Aufgaben  10  und  11  lassen  eine  wichtige  Verallge- 
meinerung zu,  die  in  den  beiden  folgenden  Aufgaben  untersucht 
werden  soll. 

Aufgabe  12.  fcosmx .  dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(47.)  u  =  cos","V.     also     de  =  cosr  .  dx, 
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so  wird 

(48.)         du  =  —  (m  —  l)cosm~2.r  sin./rfr,       v  =  sinr, 

(49.)  fens"?  .  dz  =  cos*-1*  sin./'  +  (m  -    1)  /cos'»-2*  sinW*. 

Das   Integral   auf  der  rechten  Seite   dieser  Gleichung   ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 
(50.)  sin2#  =  1  —  cos2*,  also  cos^-lrsin2*  ==  cos^-V  —  cosw,r 
ist.  so  erhält  man 
(51.)  fcozmz .  dx  =  cosm-,2rsin^  +  (m  —  1)  fcosm'2x .  dx 

—  (m  —  l)fcosmx  .  dx. 
oder,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung,  welches  mit   dem  gesuchten  Integral  identisch  ist. 
auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze  Gleichung   durch   m 
dividirt, 

cos"** .  dx  =  —  cos"1  ~*x sin x  -\ /  cos'""2* .  dx. 

m  m    J 

Für  m  =  2  geht  diese  Gleichung  in  Gleichung  (41.)  über. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (52.) 
geht  aus  dem  gesuchten  Integral  hervor,  indem  man  m  mit 
m  —  2  vertauscht,  und  wird  daher  einfacher,  wenn  m}>2  ist. 
Es  sei  z.  B.  m  =-.  8,  dann  wird 

(53.)  /  COS8r  .  dx  =  —  cos7*  mix  +  ^  I  C0S6r  .  dx, 

(54.)  /  cos6*  .  dx  =  -  cos5*  sin*  +  -  I  cos4*  .  dx, 

(55.)  /  cos4* .  dx  =  j  cos3*  sin*  +  j  /  cos2*  .  dx, 

rix 

(56.)  /  COS2*  .dx  =  —  COS*  sin*  +  -  • 

7 
Indem   man  Gleichung   (54.)   mit  -?  Gleichung   (55.)    mit 

o 

rr1-^  Gleichung  (56.)  mit  '  "*'  \  multiplicirt   und   sodann   die 
o  .  6  8.b.4 

Gleichungen  (53.)  bis  (56.)  addirt,  erhält  man 
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/*  /  \  7  7      \ 

(57.)  /  cos8* .  </*  =  sin*(  -  cos7*  +  — -;  cos5*  +  0  *  .  cos3* 

J  \o  o  .  u  o  .  b  .  4 

f      7.5.3  \   ,    7.5.3.1 

+  87tnT2C0S^+  8XÜ'' 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

cos7* .  rf*  =  $in*(  -  cos6*  +  ^— z  cos**  +  - — '- — -  cos2* 
\7  /  .  o  /  .  5  .  3 

^7.5.3.1/ 
Man  wird  jedoch   in   allen  Fällen ,  wo  m  =  2»  +  1  eine 
ungerade  Zahl  ist,  fo,osmxdx  lieber  mit  Hülfe  von  Formel  Nr.  36 
der  Tabelle,  nämlich  mit  Hülfe  der  Formel 

B/cos2n+1  * .  dx  =./(l  —  sin2*)n  .  rf(sin*j 
berechnen.    Für  m  =  1  findet  man  dann  z.  B. 
(59.)  ^/cos7* .  dx=  f{\  —  3sin2*  +  3sin4*  —  sintt*)f/(sin*) 

=  sin*  —  sin3*  +  -  sin5*  —  j  sin7*. 

Man  kami  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Resultate  in 
Gleichung  (58.)  und  (59.)  leicht  nachweisen. 

Ist  dagegen  m  eine  gerade  Zahl  und  positiv,  so  ist  man 
auf  die  in  Gleichung  (52.)  enthaltene  Recursionsformel  angewiesen. 
Dabei  findet  man  ähnlich  wie  in  Gleichung  (57.) 

(00.)  /  cos2n* .  dx  =  sin*  —  cos2"-1*  +  %    *        .  cos2w~3* 
v      JJ  [2n  2/*(2rt —  2) 

,       (2n  —  l)(2n  —  :i)  2u  .      . 

+  2n.(2n-2)(2n-T)^    X+''' 

+  j2»-l)(2»-3)...5    3  r 


+ 


2n (2n  —  2)  (2n  —  4j .  .    4 
(2w—  1)  (2*i  —  3)...  5.  3.  1 


•] 


2n(2n  —  2)  (2»  —  4j .  .  4  .  2 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  kann  man  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  (52.)  durch  den  Schluss  von  n  auf  /*  +  1  beweisen. 
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Aufgabe  13.  /'sin'"*- .  dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(61.)  u  =  sinw-,*?    also    dv  =  sin* .  dx, 

so  wird 

(62.)  du  =  (m  —  l)sinm~~2* cos xdx,   v  =  —  cos*, 

(63.)  /sin1"* .  rf*  =  —  sin"»-1*  cos*  +  (m  —  l)/sinw-2*  cos2*rf*. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  nicht 
einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 
( 64.)  cos2*  =  l  —  sin2*,     also     sinm~2*  cos2*  =  sin«"-2*  —  sinm* 
ist,  so  geht  Gleichung  (63.)  über  in 

ysinw* .  dx  =  —  sin**-1*  cos*  +  (m  —  l)fs\x\m"2x  .  d.r 

—  (m  —  1)  /sinm* .  dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 
Seite,  welches  mit  dem  gesuchten  Integral  identisch  ist,  auf  die 
linke  Seite  bringt  und  die  ganze  Gleichung  durch  m  dividirt, 

(65.)  /  sür* .  dx  = sinw-,*cos*  H /sinw~2* .  dx. 

Für  m  —  2  geht  diese  Gleichung  in  Gleichung  (45.)  über. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (65.)  geht 
aus  dem  gesuchten  hervor,  indem  man  m  mit  m  —  2  vertauscht, 
und  wird  daher  einfacher  für  m  ^  2.  Es  sei  z.  B.  m  =  8.  dann 
erhält  man 

(66.)       / sin8* .  dx  =  —  -  sin7*  cos*  +  -  / sin6*  .  dx. 
(67.)       /  sin6* .  dx  =  —  -  sin5*  cos*  4  ~  /  sin4*  .  dx, 

(68.)       /  sin4*  .  dx  =  —  j  sin3*  cos*  +  j  f  sin2*  .  dx, 

f\x 
(69.)       /  sin2* .  dx  =  —  -  sin*  cos*  +  -  • 

J  L  2 

Dies  giebt  ähnlich  wie  bei  /cosV .  dx 
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(70.)  /  shr* .  dx  =  —  cos 2:  ( -  sin7*  +  -^— -  sin5*  +  0    '     ,  sin ;* 

J  \o  O.O  0.0.4 

,      7.5.3      .     \   ,    7.5.3.1 
+  8.ti.4.2SlnV+8.6.4.2;r- 
In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  m  =  7 

sin7* .  dx  =  —  cos*  ( -  sin6*  +  — -  sin4*  +  - — ^— r  sin2* 
V  /  .  5  /  .  5  .3 

^  7.5.3.1/ 
Man   wird  jedoch   in   allen  Fällen,   wom  =  2w+l   eine 
ungerade  Zahl  ist,  J  sinwl* .  tf*    lieber    mit    Hülfe    von   Formel 
Nr.  37  der  Tabelle,  nämlich  mit  Hülfe  der  Formel 

/sin*1-*-1* .  dx  =  — /(l  —  C0S2*)nrf(C0S*) 
berechnen.    Für  m  =  7  findet  man  dann  z.  B. 
(72.) y  sin7*  .  tf*  =  — y  (1  —  3cos2*  +  3cos4*  —  cos6*)«/ (cos x) 

=  —  cos*  +  cos3*  —  -  cos5*  +  —  cos7*. 
5  7 

Wenn  dagegen  tn  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  man  auf  die 
in  Gleichung  (65.)  enthaltene  Recursionsformel  angewiesen.  Dabei 
findet  man  ähnlich  wie  in  Gleichung  (70.) 

(73.)  /  sin2'**  .  dx  =  —  cos*  —  sin2*1-1*  +  - — *         ..   sin2 
v      '/  [2n  2n{2n —  2 


+ 


2n{2n  —  2) 

_     sin2"- 

(2n—L)(2n  —  3)..  .5.3 
2n{2n  —  2)(2n-  4), 


+  2n(2n-2)(2n-4)SmiM-'*  + 


5.3      .     1 


Aufgaben.  j  ^rx^ 


(2» —  l)(2ii  —  3). ..5. 3.1 
+  2n(2n  —  2)  (2n  —  4 ) . .  .  4  .  2  *' 
*  </* 


Auflösung.     Die   Gleichung   (52.)    bleibt    auch  daiui   noch 
richtig,  wenn  m  eine  negative  Zahl  ist.    Setzt  man  z.  B. 

m  =  —  (»  —  2)  =  —  »  +  2, 
also 
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m  —  1  =  —  /*  +  1  =  —  (n  —  1),     m  —  2  =  —  n. 

so  geht  Gleichung  (52.)  über  in 

-4      f     dr      — «inr —  (n—  1)   /'  dx 

'   m  J  cosw-'2r  ~~  —  («  —  2)cos*-,:r      —  (»  —  2)J  cosnx' 

In  diesem  Falle  ist  aber  das  Integral  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  einfacher  als  das  auf  der  rechten  Seite.  Deshalb 
brmgrt  man  die  Gleichung  (74.)  auf  die  Form 


n  —  1   T  dx    __  sinr  f    dx 

n  —  2J  COSV  ~~  (n  —  2)cosn_,.r      J  cos""^ 
oder 

_     v  f  dx    __ sinr w  —  2    /*    dir 

'  "'  J  C0S":r  ~~  (»  —  l)COSn~1^         n~lj  COSrt-2.r 


Es  ist  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  33  der  Tabelle 
_„  .  /•  <fe  sinr        3    f  dx 

%/  COS5*        4C0S*r       4  J  caaPx 

/*  cte     __    siny         1_    f  dx 
m*  J  cos3*  ~~  2cosV      2  y  cos*-' 

<«•>       /-^ =-'[*(?-§)]• 

3  3    1 
also,  wenn  man  Gleichung  (77.)  mit  T<  Gleichung  (78.)  mit  — -- 

4  '4.2 

nraltiplicirt  und  die  Gleichungen  (76.)  bis  (78.)  addirt. 

.    C  dx    __    sing  3siny    3  .  1  S.   /jt .r\l 

V  cös^  ""  4cos4#  +  4  .  2eos*r  ~~  4  .  2  [-\4       2/J 


Für  n  =  4  erhält  man 

cosV 


/dr    __    sin^r        2    /* 
cös*^  ""  3  cos**  +  3  /  c 
sin*     ,  2  , 

Man  wird  aber,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  zur  Berech- 

/dx 
— —  zweckmässiger  die  Formel  Nr.  44  der  Tabelle 
cos  x 

anwenden,  nach  welcher 
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(8L)  /5i=i  =  /(1  +  tg2a:)B,",  • d{tgx) 

wird.  In  dem  vorliegenden  Falle  ist  z.  B. 

<82-)  f£;=ßi +  &*)*«**) 


Aufgabe  15.  /-^-  =  ? 

■  y  sin"* 


Auflösung.    Auch  Gleichung  (65.)  bleibt  noch  richtig,  wenn 
w  eine  negatice  Zahl  ist.    Setzt  man  daher  wieder 

m  =  —  (n  —  2)  =  —  n  +  2. 
also 

m  —  1  =  —  n  +  1  =  —  (»  —  1),     TW  —  2  =  —  //, 

so  geht  Gleichung  (65.)  über  in 

,      \  /*    ffa     __ cos 3; —  fa—  1)  /'  dz 

^  '  m'J  sin"-'2#  "~"       —  (n  —  2;sinM-1^      —  (n—2]J  sinwa?" 

Daraus  folgt  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

(  f  dz    __ C0S# n  —  2    f    dz  ^ 

^     ''     J  smnz  ~~~       (n  —  l)sinw-1#      n  —  \J  sin"-% 

Es  ist  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  32  der  Tabelle 

C  dz    __         CQS#         3    r  dx 

J  sin5*  "~       4sin4z      ±J  sinV 

/rt  , .  /*  ata  cosr      ,    1    f  dz 

(86.)  /  -^r  =  —  ^  .  ,    +  t  /  - — ' 

v  /  sin3#  2sin2#      2/  sin:r 

also 

/8fn     /*<*»  cosr  3  cos*        3-1ilu/-M- 

Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  wird  /  -r-^-  zweckmässiger  durch 
die  Formel  Nr.  45  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Formel 
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ermittelt.    Es  ist  z.  B. 


(89-}y » = ~/(i + ^^^(^^ = -  ctg*  ~i  et**. 

Aufgabe  16.  f  .""**    =  ? 

y  V«fi-  *2 

Auflösung.    Setzt  man 
(90.)  «  =  *—«,    als    </«>  =     **" 


V«2— j-2 

so  wird  nach  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 
(91.)  du  =  (m—  l)a-  -*&■,     ©  =  —  Va2— z-2, 

(92.)  I     J^dX     =  —  s-  _l  ^ä1^«*  +  (m  —  1)  f.r>"-*dxyä*=r*. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  »tc& 
einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 

V«2— z-2  =  4*-zz^- '    als0  *ws    z—2]/^2^2  =  aV*"~2  —  *** 
ist,  so  geht  Gleichung  (92.)  über  in 

./  y0*_*»  ;/      i/a2-r2 

Dies  giebt 


—  («  —  1)/— === 

/  yal  —x1 


Das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ist  mit  dem  gesuchten  Integrale  identisch.  Bringt  man  dasselbe 
auf  die  linke  Seite  und  dividirt  die  ganze  Gleichung  durch  w, 
so  findet  man 

(93.)  f  '?£  -  =  -  *T1  ViT-Iii  +  i^ZliVL2  /^^ . 
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In  dieser  Formel  geht  das  Integral  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  aus  dem  gesuchten  Integral  hervor,  indem  man 
m  mit  m  —  2  vertauscht.  Es  ist  daher,  wenn  die  ganze  Zahl 
m  ^  2  ist,  einfacher  als  das  gesuchte  Integral. 

Für  m  =  6  erhält  man  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel 
Nr.  21  der  Tabelle 

/.^  s         >"   jfidx  x  ,/-^ ^    ,     a2     C     der 

5a2 
Indem  man  Gleichung  (95.)  mit  —  >   Gleichung  (96.)    mit 

5.3a4    ,-,,.,  /n_x      .     5.3.1.  a6  u.  ..  .  .  ,      ,. 

x  i  Gleichung  (97.)  mit  9 —    multiphcirt    und    die 

Gleichungen  (94.)  bis  (97.)  addirt,  erhält  man 

^S'}  Jy^Z^-        Va       *  U  +  6.4  +6.4.2; 

,    5.3.1     B         .    /x\ 
+  67472  ö°arCSinW> 
In  ähnlicher  Weise  'findet  man  für  m  =  7  mit   Rücksicht 
auf  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 


(99 


'Vl/^=^~  V7  +  7.5  +  7.5.3  +  TJTTl) 

Man  wird  aber  die  in  Gleichung  (93.)  enthaltene  Recur- 
sionsformel  nur  anwenden,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist.  Für 
ungerades  m,  also  für  m  =  2»  +  1  führt  die  Substitution 


(100.)  ]/^3T^2  -  t 

schneller  zum  Ziele.    Es  wird  dann  nämlich 

«2  —  #2  =  tf2,     x2  =  a2  —  *2,     .rc?.r  =  —  tdt, 
also 
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so  dass  man  nur  eine  ganze  rationale  Function  zu  integriren 
hat.    Es  ist  z.  B. 

f  fdx     =  —  /(««  —  SaH*  +  3aW  —  t*)dt 
=  —  (aH  —  aW  +  |  aW  —  )-  f\ 

—  _  t(a*  —  aW  +  |  aH*  —  i-  <«\ 
oder,  wenn  man  für  t  den  Werth  aus  Gleichung  (100.)  einsetzt, 

6.4.2a8\ 
+ 7.5.3.1/ 

Das  in  Gleichung  (98.)  enthaltene  Resultat  kann  man  so- 
gleich verallgemeinern.    Setzt  man  nämlich 

„  ,  .       #5       5a2#3       5  .  3a4a; 
G3(*)=6+   67T  +  ^472' 


(103.)  <?„(*)  =  —  +      2w(2w;_  2j      + 

(2»  —  1)  (2»  —  3)  . . .  Sa2—2* 
"  '  +  2»(2»  —  2) ...  4  .  2  ' 

( 104.)  GB+1(*)  =  ^^  +  \2M  +  ;;.2w     + 

(2/>  +  1)(2»—  D...3«2"* 
" " '  +  (2»  +  2)  .  2»  .  (2«  —  2)  ...  4  .  2' 

.  -_(2»-l)(2>»-8)...3.1 

(105"')  Cn_        2<2»-2)...4.2       ' 

Stegemann- Kiepert,  Integral-  Rechnung.  5 
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SO  wird 

e?,w  =  j  +  ^.  &-,(*), 


(106.)  G^s)  =  £-&  +  (^f  •  G.&, 

Nacli  Einführung  dieser  Bezeichnungen  erhält  man 

(108.)     /     *  =  cH  .  a2warc  sin(- )—  Ya*—z* .  Gn{x). 

J   yd1 — x1  \a/ 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  kann  man  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n  +  1  beweisen.  Es  ist  nämlich  nach  Gleichung  (93.) 
für  m  =  2n  +  2 

fx^dx  _        *2n+ *   -./^ — ^       (2»  +  Da2  i*  *»»& 

oder,  wenn  man  voraussetzt,  dass  Gleichung  (108.)  richtig  ist, 
x*+*dz  x2n+*   iri -,  ,   (2»  +  l)a« 


/ 


,  / —       o     ,  -;  y«2 — *2  H — ^ — r—r-  cna2"arcsin(  - ) 

ya*—x*  2*  +  2  2»  +  2      n  W 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (106.)  und  (107.) 
(I09.)j^y^=i  =  cn+t«2"+2arc  sing)-  1/5*=?  .  Gn+1  (*). 

Ist  also  die  Gleichung  (108.)  richtig,  so  bleibt  sie  auch 
richtig,  wenn  man  n  mit  n  + 1  vertauscht.  Aus  den  Gleichungen 
(94.)  bis  (98.)  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  (108.)  für  »  =  1. 
2  und  3  richtig  ist,  folglich  bleibt  sie  auch  richtig  für  n  =  4, 
5,  6, . . . ,  d.  h.  für  alle  ganzzahligen,  positiven  Werthe  von  n. 
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Aufgabe  17.         fxmdx  Ya*—zl  =  ? 
Auflösung.    Es  ist 


(110.)  a^Va2— *2  =       y . 

V  }/a2— *2 

folglich  wird 

(111.)       f*4*V*=2  =  a>  f^t_  _  f^t=  • 

Nun  erhält  man  aus  Gleichung  (93.)  durch  Vertauschung 
von  m  mit  m  +  2 


sm+2cfa; 

*"+l  IV   **|  (OT+1)fl2 

m  +  2M             '       »»+2 

1/a*— ** 

l/a2— *2 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  ergiebt 
sich 

(118.)  fx*dzVtf=&=  f^y^ZT^+^^j^L^. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  kann 

man  dann  weiter  durch  die  in  Gleichung  (93.)  enthaltene  Recur- 

sionsformel  reduciren.    Man  findet  z.  B.  für  m  =  0  mit  Rück- 
sicht auf  Formel  Nr.  21  der  Tabelle 

(114.)       Idx  Y&=lfl  =  |  V^11*2  +  '4  arc  sin(j)' 

und  für  m  =  1  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 

(115.)         lzdxV(fi=tf  =  zl.ytf=7*  —  j  Vä*=x~* 

=  _  L  <y_ x2^ya2_ x*m 
o 

Auch   hier  wird   in  dem  Falle,   wo  der  Exponent  m  eine 
ungerade  Zahl  ist,  die  Substitution 

]/a2— x*  =  t,     x*=a*  —  t\     xdx  =  —  tdt 
schneller  zum  Ziele  fuhren.    So  ist  z.  B. 

Ixdzya*—x*  =  —  ffidt  =  —  ji 

woraus  sich  wieder  das  in  Gleichung  (115.)  gefundene  Resultat 
ergiebt. 
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Aufgabe  18.  f     ,dx        =  ? 

Auflösung.    Gleichung.  (93.)  bleibt  auch  dann  noch  richtig 
wenn  m  eine  negative  Zahl  ist.    Setzt  man  z.  B. 

m  =  —  (n  —  2)  =  —  n  +  2, 
also 

m  —  1  =  —  n  +  1  =  —  (n  —  1),     m  —  2  ==  —  », 

so  geht  Gleichung  (93.)  über  in 


ydx  _     y&—r}         —(n—l)a2f        dr 

Ä—T/STZp  ~  (»— 2)*»-1        —(»—2)  J  Ä»]/^Z72  " 

In  dieser  Gleichung  ist  das  Integral  auf  der  linken  Seite 
einfacher  als  das  auf  der  rechten.  Deshalb  vertauscht  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  und  findet   durch  Multiplication  mit  dem 

t^    *        n  —  2 

Factor  7 ^r-, 

(n — l)a2 


(ua)f     dx      _       y#-#         „-2   f 


Es  ist  z.  B.  für  «  =  2 


(117)  f        *         -       ^-^ 

Auf  dieses  Integral  kann  man  / 7=^==  durch  wieder- 

J  a**Ya*—z* 

holte  Anwendung  der  gefundenen  Recursionsformel  immer  zurück- 
fuhren. Dagegen  gelangt  man  für  ungerade  Werthe  von  n  zu 
dem  in  der  folgenden  Aufgabe  gesuchten  Integral. 

Aufgabe  19.  i—fi=  =  ? 

Auflösung.  Für  n  =  1  ist  die  in  Gleichung  (116.)  enthaltene 
Formel  nicht  mehr  anwendbar,  weil  die  rechte  Seite  die  Form 
—  00  +  00  erhält.  In  diesem  Falle  führt  aber  eine  sehr  ein- 
fache Substitution  zum  Ziele.    Es  sei 
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(118.)  z  =  j,    also     dx  = —  > 


r  t*  l  X 

dann  wird 

also  mit  Kücksicht  auf  Formel  Nr.  23  der  Tabelle 

'J  xVa*—z*  a  a   \  X  / 


Aufgabe  20.  jf  *"«**     =  ? 


Auflösung.    Setzt  man 

xdx 

(120.)  «  =  s"""1,    also    rfe  =  —r i 

ya2  +  #2 

so  erhält  man 


(121.)  du  =  (m  —  1)  sm-2e£r,     0  =  ]/a*  +  ^, 

(122.)  /-  —  *~-i  y<z2  +  *2  —  {m—l)j zm~*dx Ya*  +  s2. 

J  )/a2  +  2;2  »/ 

Das  Integral   auf  der  rechten   Seite   dieser  Gleichung  ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 


°2  +  *2  «.  o-,/  >,  ,     o       aVrt-2+.rm 


ygg  +  s^       T        ,       ^-2]/ö2  +  ^2=       , 

Va2+ z2  Y"2  +  *2 

ist,  so  geht  Gleichung  (122.)  über  in 

(123.)      f  -— --  =  *— ' Y^+*~2  —  (m -  l)a2 / g-"'- 

—  (m  —  1)  /  — .—         • 

Bringt  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung,  da  es  mit  dem  gesuchten  identisch  ist,  auf  die 
linke  Seite  und  dividirt  die  ganze  Gleichung  durch  m,  so 
erhält  man 
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Es  ist  z.  B.  füi*  »i  =  6  mit  Rücksicht  auf  Fonnel  Nr.  22 
der  Tabelle 

(125.)      f-^^yz+a^f-gL,. 

Dies  giebt 

C    xHx  -y  0  ,     0/:r5       5aV»    ,    5  .  3rc4.A 


5.3.1 
6.4.2 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 


an(z+Va'i  +  x*). 


(180.)  I— =Ffl2  +  4--TT+    -»    -    *   "  -   *   *   i  )' 

17  Ya*  +  x2  V '  7.5  7.0.3         #.5.3.1/ 

man  wird  aber,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  schneller  znm 
Ziele  kommen,  indem  man  die  Substitution 

xdx 


y  a2  +  .r2 
anwendet.    So  findet  man  z.  B. 

(130a.)  /-*7<fa  2  =  A6*  =  /(**  —  8«J<I  +  3a4/2  —  «V 


+  a4/3  —  an. 


7  5 

Die  vorstehenden  Formeln  bleiben  sämmtlich  noch  richtig, 
wenn  man  +  a2  mit  —  a2  vertauscht.  Dadurch  findet  man  z.  B. 
aus  Gleichung  (124.) 
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und  aus  den  Gleichungen  (127.)  und  (128.) 

Aufgabe  21.  ./><&  l/^+T2  =  ? 

Auflösung.    Es  ist 
(133.)  x^  +  x^l±0^, 

folglich  wird 

(184.)    fayz^^jf-^^  +  fJ^*. 

Nun  erhält  man  aus  Gleichung  (124.)  durch  Vertauschung 
von  m  mit  m  +  2 

(13o.)         /      .  :  =  -     ,      -Vß2  +  a:2 j-rr— #-;^=' 

JVa*  +  x*      m  +  2r      ^  m  +  2  J  ya*  +  r* 

Addirt  man  diese  Gleichung  zu  der  vorigen,  so  ergiebt  sich 

(136.)  1^^1/0*  + a*  =  — — -  Yat  +  z*  +  — r5  /  "/  ~'~~' 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  kann 
man  dann  weiter  durch  die  in  Gleichung  (124.)  enthaltene  Recur- 
sionsformel  reduciren.  Man  findet  z.  B.  für  m  =  0  mit  Rück- 
sicht auf  Formel  Nr.  22  der  Tabelle 

(137.)    idry^+ii  =  |  ya*  +  z*  +  ^  l(z+yäT+tf), 

imd  für  m  =  1  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  26  der  Tabelle 

U38.)/ztf*y;i2^^ 

Auch  hier  wird  man  in  dem  Falle,  wo  der  Exponent  m  eine 
ungerade  Zahl  ist,  besser  die  Substitution 

ya*  +  x*  =  t 
benutzen. 
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Durch  Vertauschung  von  +a2  mit  — a2  gehen  die  Gleichungen 
(136.)  bis  (138.)  über  in 

(139.)     fx»dx  V55— T55  =  £±L  yiTZtf 2L-  {**<**    , 

J  m  +  2  r  m  +  2/  y^_a* 

(140.)    fdxV^^?  =|  ypz^_  ^i(*+ y^=s*), 

(141.)      fxdxYsF^a*  =  |-  (s2—  a2)  yx*—a\ 

Aufgabe  22.  /*     /*        =  ? 

y  a^y«**  +  s* 

Auflösung.    Gleichung  (124.)  bleibt  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  m  eine  negative  Zahl  ist.    Setzt  man  z.  B. 

wi  =  —  (n  —  2)  =  —  »  +  2, 
also 

m  —  1  =  —  n  +  1  =  —  (»  —  1),     w  —  2  =  —  w, 

so  geht  Gleichung  (124.)  über  in 


r         dx  ___  Ya*  +  x*         (n—i)g*r        dx 

(U2'{lxn-2 y<z*  +  x1  ~~       (n—2)z!"-1  n—2  J xnYdr+=ß' 

Vertauscht  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  einander 

n 2 

und  multiplicirt  mit  dem  Factor  7 -r— „?  so  erhält  man 

(n  —  l)a2 

(H3 )  f      dx  =  _      V«2  +  *2      _     »-2     f        dx 

V  x«yd*  +  x*  {n  —  l)a  V"1       (ii—  l)ayxn-iyai  +  xj 

Es  ist  z.  B.  für  »  =  2 
(H4.)  /"       *         =-Vg  +  g, 

, durch  wiederholte 

.    x*>»Va*  +  x*    • 

Anwendung  der  in  Gleichung  (143.)  enthaltenen  Recursionsformel 

immer  zurückgeführt  werden.    Dagegen  gelangt   man  in  dem 

Falle,  wo  n  eme  ungerade  Zahl  ist,  zu  dem  in  der  folgenden 

Aufgabe  gesuchten  Tntegral. 
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Aufgabe  23.  f   ,dx       ==  ? 

Auflosung.  Für  n=  1  ist  die  in  Gleichung  (143.)  enthal- 
tene Formel  nicht  mehr  anwendbar,  weil  die  rechte  Seite  die 
Form  oo  —  oo  annimmt.    Setzt  man  aber 

(145.)  s=tj      also      dx  = ^-? 


lält  man 

/'      dx        _  C  —adt.t.t     _  _  1_  f d 
xYa*+x*  j p.a. ayT+p ~    aJyT 


+  *2 
also  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  22  der  Tabelle 


(146.)/_±===  ._l1(H.yi+?)==  -ii(a+y^^\ 


Vertauscht  man  +  a2  mit  —  ol,  so  gehen  die  Gleichungen 
(143.)  und  (144.)  über  in 

(W_^  =  +  V*E1. 

Jz*Yz*—u*  «-£ 

ydx 
.  durch  wieder- 

holte  Anwendung  der  in  Gleichung  (147.)  enthaltenen  Recur- 
sionsformel  immer  zurückführen.  Dagegen  gelangt  man  in  dem 
Falle,  wo  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  zu  dem  in  der  folgenden 
Aufgabe  gesuchten  Integral. 

Aufgabe  2*.  /     /*       =? 

Auflosung.    Für  n  =  1  ist  die  in  Gleichung  (147.)  enthaltene 
Eecursionsformel  wieder  nicht  anwendbar.    Setzt  man  aber 
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(149.)  ^  =  ->       also       dz  = —  > 


y5E=3  =  y$— t  =  jVT=*,  t  =  a-, 

so  erhält  man 

/      d-       __  r  —adt.t.t     _  __  1  r     dt 

J  zYx*  —  a*     J  P.a.  ayi—t*  ~~        <*J  yi=fi' 

also  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  17  der  Tabelle 

,+  -~*      f      dz                 1          .    M           1  .   /a\ 

(loO. )     /  — .  = arc  sin*  = arc  sm{  -  )• 


§  10. 

Integration  durch  Einführung  trigonometrischer 
Functionen. 

(Vergl.  die  Formel  -Tabelle  Nr.  87  bis  89.) 
Integrale  von  der  Form 

ff(x,  ysi=?)& 

werden  häufig  durch  die  Substitution 

(1.)  z  =  asin* 

auf  einfachere  zurückgeführt.    Es  wird  dann  nämlich 

(2.)  dz  =  a  cos  t  dt,     Ya2 — z*  =  acosf, 

also 

(3.)         ff(x,  Vd*—z*)dx  = //(asin*,  acos*) .  aco&tdt, 

wobei  

i*\    -  *      x          *      V«?—z2    t   ,            z           .    ,     j/a*  —  z* 
(4.)  sm*  =  ->  costf  = ?  tgt  =  —-=ictgt=- 

(l  d  ycfi — Z*  & 

Uebungs  -  Beispiele. 


n     f     dx      -  l  f dt  -      l      t-  —  Y^z 

}     J  .r2]/^2l^2  ~  a*J  sin**  "       **  aSt  -  a*x 


y«2_.y2 

a2x 
(Vergl.  Formel  Nr.  77  der  Tabelle.) 
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,  =  a2  /  fnnftdt  =  —  (t  —  sin*  cos*) 

yd1 — x2        J  * 

(Vergl.  Formel  Nr.  71  der  Tabelle.) 

>      J (4*+Äi)y^Zp  ~J  (Ä2  +  ö^in^acos*  ~  /  Ä2  +  a2sin2*' 

Indem  man  Zähler  und  Nenner  dieser  Differential-Function 
durch  cos2*  dividirt  und  die  bekannten  Formeln 


cos2<        v  B  "  cmH 
beachtet,  findet  man 

djtgt) 


(*\  f  **  -  f        rf0 

Setzt  man  jetzt 

so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 
f  dx  __        1        f    dz     _       1         1_  /r\ 

oder 


,n,       f  dx  1  ,    /*-ya2  +  A*\ 

(7.)      / = —  arctgf      , =) 

v    ;    J (42  +  s*)ySTZp      bV^+W        *\bVa*—xV 

Bei  Integralen  von  der  Form 

kann  man  häufig  die  Substitution 

(8.)  *  =  atg* 

mit  gutem  Erfolge  anwenden.    Man  erhält  dabei 

(9.)  dx  —  — 5-f     Yat  +  x1  = i 

v    '  cos2*       r  cos* 

also 
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(io.)  //(*,  vp+P)*  =f/(.tgt,  £).  £, 

wobei 

(11.)    sm*  =  -==,  cos*  =  7===»   igt  =  ->  ctg*  =  -• 

Uebungs  -  Beispiele. 

r   xUx     _  fa*sinH .  adt .  cost  __    3  /*sinVcft 

J  Vö^+T5  ""./      COS3*  .  COS2*  .  O      ~~  ö  y      COS4* 

oder,  wenn  man 

cos*  =  —  =  z,    also    3in£<ft  = —  dz 

setzt. 

---i3-£)-TÖ-f> 

Indem   man  schliesslich  noch   z  als  Function  von  #  aus- 
drückt, findet  man 

,1tt      f  x*dx      «v(y^+~^y    3y^2+^\ 

=  ~  yöM^^a  —  2a2). 
o 

/* dx         __  1    /W* .  cos4* .  cos*  _  J_  fw&Hdt 

J  x*ya2-\-x*  ~~  «v    cos2* .  sin4* .  a   ~~  a4y    sin4* 

=  ±( 3-  +  -LY 

a4V     3sin3*      sm*/ 


2) 


Nun  ist 

x        1      yö^+i 


(14.)  sin*  =    , .  4 

Va'i  +  x'1      siitf 

folglich  wird 
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:(2^_ö2). 


»Va2  +  i 

Va2  +  s2 


ar//  .  COS3/ 
COS2/ .  a3 


+  a* 


/* dz —  /"         ^  —  /^ 

7  («2  +  **)  j/^+^2   ~"7  (]/ fl2  +  ^.2)3    ~J " 

1  /*     ^      sin/  * 

=  -ö  /  cos/rf/  =  — =-  = — = 

«V  «2        a2"^ 

.         f dx __   f         adi .  cos/ 

}      J  (A2  +  x>)ytfTx*  ~~J  co&W1  +  a*ttft) .  a 

/        cos t  dt         __  C  cos  t  dt 

42cos2/  +  a2sin2/     J  £2  +  (a2— 62)sin2/' 

Auf  dieses  Integral  kann  man  die  in  Formel  Nr.  34  der 
Tabelle  angegebene  Regel  anwenden,  indem  man 
(16.)  sin/  =  z,     also    costdt  =  dz 

setzt.     Dies    giebt,   wenn    man    die    Grösse    ±  c1   durch   die 
Gleichung 

(17.)  Ä2  =  ±(Ö2_Ä2)C2 

erklärt, 

(i8v(52+^2)]^2T^=y^+(fl2-Ä2>2 = ö*=ä5/?±^- 

Gilt  das  oi*r*  Zeichen,  ist  also  a2  >  52,  so  erhält  man  nach 
Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

(19.)  f *_  =       *      .  I  arc  tgfi) 

v     V(62  +  *2)V«2  +  *2       a  — *     c  ^c' 


1  .    /rV«*— **V 

=  — ,  arc  tg(     ,  ) 


Gilt   das   untere  Zeichen,  ist  also  a2<£2,  so  erhält  mau 
nach  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 
,      .   C dr        _ l        J_    /z— c\ 

J (b*  +  z2)Va*  +  x*~  o2  —  &'  2c    \z  +  c) 

fTyb*—ai  —  äV«2"+72> 


2bVb 


_L /ryb*  —  a*  —  6y  «2  +  -r2\ 
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Bei  Integralen  von  der  Form 

ff{x,  Vz^ü?)dx 
kann  man  häufig  die  Substitution 

(21.)  *  =  — , 

v     '  cos* 

mit  gutem  Erfolge  anwenden.    Dabei  wird 


also 

wobei 

(24.) 


sm*  =  - »  cos*=-? 

a;  x 


tg<=:-*— ,  ctg*  = 


Uebungs  -  Beispiele. 

/*       dz  fasintdt .  cosH .  cost       1   f     _,  fj 

1)  I =  / ^ r— -  =  —  /  COS3*  C# 

J  ff4}/**— a2     J     COS2* .  a4  .  a  Sin  *  a  V 

=  ^(l-sin2*)rf(sin*)  =  l(sin*-S-^} 
also 

(25 ,    f—t=  =  j_(*VjE=j?  _  Q^E^Ti 

3a  4#3     N 
.        /*  dx  __  T        dx         __  fasmtdt .  cos*/ 

__    1    fCQStdl  _  1 

""  ay    sin2*    ~~       «2sin*? 
also 

/*  dx  x 

(26.)  I ,  = * • 
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o        /"  d*  __   r        awitdt .  cos* 


__  J_  /  zostdt    __  1   C  </(sin 
~~  ay  1  +  cos2/  ~~  ay  2  — Sil 


sin2* 


Auf  dieses  Integral  kann  man  wieder  die  in  Formel  Nr.  34 
der  Tabelle  angegebene  Regel  anwenden,  indem  man 

sin*  =  - =  r 

x 

setzt;  dann  wird  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 

J  (j*  +  a2)Vs2— a2  ""        ay  s2— 2  "        a2  '  2 1/2"    \g  +  ]/2  / 
oder 

(27)  /■ ^       =    l  _i^gE?  +  y^!v 

V         y  (s2  +  a2)y*2— a2        2a2l/2    Vy**— a2  —  ^2/ 


Anwendungen  der  Integral- Reehnung. 

IL  Abschnitt. 
Quadratur  der  Curven. 

§n. 

Quadratur  der  Curven  bei  Anwendung  rechtwinkliger 

Coordinaten. 

Nach  Formel  Nr.  4  der  Tabelle  ist  der  Flächeninhalt  einer 
ebenen  Figur,  welche  begrenzt  wird 

1)  von  der  Curve  y  =  <p(x), 

2)  von  der  X-Axe, 

3)  von  den  beiden  Ordinaten  z  =  a  und  x  =  b. 
gleich 

(1.)  F=/f(*)dx  =  L/X*)£=/(ä) -/(«), 

a  a 

wobei  f  (?)  =  (f  (x)  sein  soll. 

Die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  von  solchen  ebenen 
Figuren  nennt  man:  „Quadratur  der  Curven".  Man  kann  die 
dafür  angegebene  Formel  sofort  zur  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gaben benutzen. 

Aufgabe  1.    Es  sei  eine  Curve  durch  die  Gleichung 
(2.)  8y  =  jfl 

gegeben  (Fig.  10);   man   soll   die  Fläche  AXABBX   berechnen, 
welche  durch  die  beiden  Ordinaten 

x  =  a  =  2     und    x  =  b  =  7 
begrenzt  wird. 
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Auflösung.    Nach  Gleichung  (1.)  wird 

7 

(3.)  *«!y*«*-siK 


Fig.  10. 


=  ^(73-23) 


343—8 
24 


335 
24 


rl 


Ai 


*l 


Aufgabe   2.     Die    Gleichung 
einer  Parabel  OP  (Fig.  11.)   sei 

(4.)  y2  =  2pxf  oder  y  =  "|/2/*r; 

man  soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  OQP  berechnen. 

Auflösung.  Da  in  diesem  Falle  der  Punkt  O  die  Abscisse  0 
und  der  Punkt  P  die  Abscisse  OQ  gleich  z  hat,  so  erhält  man 
nach  Gleichung  (1.) 


(5.) 


F=Jydx  ^jy^lpx  .  dx 
u  b 

=  YTpfx^dx 

0 


oder 
(6.) 


3 


Fig   11. 

r 

J 

9 

Ä 

.  -"  " 

/ 

•y 

0 

d 

ix 

In  diesem  Resultate  ist  der  Satz  enthalten: 
Die  von  der  Parabel  OP,  der  X-Axe  und  einer  beliebigen 
Ordinate  QP  begrenzte  ebene  Figur  verhält  sich  zur  Fläche  des 
Rechtecks  OQPR  mit  den  Seiten  OQ  —  x  und  QP=y  wie  2  :  3. 

Aufgabe  3.    Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  12)  sei 
(7.)  y2  =  9r,    oder    y  =  S]/x; 

man  soll  die  Fläche  AlABBi  berechnen,  wenn 
OAx  ==  4,     OBx  =  25 


ist. 


Stegemann-  Kiepert ,  Integral-Rechnung. 
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Auflösung.    Nach  Gleichung  (1.)  wird  in  diesem  Falle 


Fig.  12. 


25  25     . 

■  — -  Q  f  <*  1  i 


(8.)    F=f  ydz=sf  x*dr 

4  4 


also 


BTX     (9.)  *  =  2(125  —  8)  =  234. 

Aufgabe  *.    In  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

( io.)  Ms*  +  «V  —  a2*2  =  0, 

oder 

(10  a.) 


sind  die  Ordinaten  QXPX  und  Q2P2  gezogen  (Fig.  13);  man  soll 
den  Flächeninhalt  der  Figur  Q^P^  berechnen. 

Auflösung.  Aus  Glei- 
chung (10 a.)  folgt,  da  man 
nur  das  obere  Vorzeichen  zu 
beachten  braucht, 


Fig 

13. 

*L&^^ 

/ 

N 

\ 

1 

{ 

l 

\ 

0 

Qj                   C 

'■) 

V 

^^^ 

A     (11.)     F=fydr 

^ifdxV^^, 


■) 


folglich  wird  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle  und  mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  (10  a.) 


*)  In  gleicher  Weise  wie  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der 
Differential  -  Rechnung  sollen  auch  hier  die  Coordinaten  eines  Gurven- 
punktes  P  immer  x  und  y,  die  eines  Curvenpunktes  P{  immer  x{  und  ylf 
allgemein  die  eines  Curvenpunktes  Pn  immer  xn  und  t/n  heissen. 


oder 
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(12.)      ^HjV^^+t««*©] 

der 

13.)    I'=  | i*2y2  -  xxyx)  +  y  [arc  sin(^)  -  arc  ata(*)} 

Es  sei  z.  B. 

a  =  6,     b  =  4,     a-i  =  1,     *2  =  5» 
also 

yi  =  iV36=l=!V35?     yi  =  |V86  =  25=|l/rr; 

dann  wird 

F=  |  (5|/Il  — 1/35)  +  12^arc  sin(0  —  arc  sin(g)]- 


Nun  ist 

5|/ll  =  V'275  =  16,583  123 

]/35  =    5,916  080 

öVll  — ^35  =  10,667  043  , 

i-(5]/TT  —  V35)=    3,555  681 
o 

12arcsin(|)=  11,821  327 

I(öyfl— V35)  +  12  arc  sin  (|)=  15,377  008 

12arcsin/^W    2,009  377 
i'=  13,367  631. 

Aufgabe  *a.  Man  soll  die  ganze  Fläche  der  Ellipse  mit  den 
Halbaxen  a  und  b  berechnen  (Fig.  13). 

Auflösung.  Man  erhält  den  Quadranten  der  Ellipse,  wenn 
man  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 

6* 
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jr,  =  0     Und     x2  ==  a, 
also 

yx  =  b    und    y2  =  0 

setzt.    Dies  giebt 

(14.)  P=  y  arc  sm  1  =  —  •  -  > 

folglich  wird  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse 
(15.)  £=4F=aÄ7r. 

Aufgabe  5.    In  einer  Hyperbel  mit  der  Gleichung 

(16.)  ÄV  — «fy*  =  fl2^ 

Fig.  14.  0der 

P^     (16a.)  y=±-ya-*— ff2 

sind  die  Ordinaten  Qj/'j 
und  Q2P2  gezogen  (Fig. 
14);  man  soll  den  Flächen- 
£5"*  inhalt  der  Figur  Qt  Pj  P2  Q2 
berechnen. 

Auflösung.   Aus  Glei- 
chung   (16a.)    folgt,    da 
man  nur  das  obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  braucht, 


7 


Ü-i 


(17.) 


F=lydx  =  £  /  dry.r»— «». 

Deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  82  a  der  Tabelle 
1 18.)  i<  =  i  g  }£5=S3  -  £  1  (*  +  1^5=^5)]  . 

oder  mit  Bücksicht  auf  Gleichung  (10  a.) 

-  2  «*    *,*)     2  Hcnrj^/ 
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entstanden. 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  sx  gleich  a  und  r2  gleich  * 
ist,  wo  also  die  gesuchte  Fläche  A  QP  im  Scheitel  der  Hyperbel 
beginnt,  wird 

Aufgabe  6.    Die  gleichseitige  Hyperbel  ist  durch  die  Glei- 
chung 
(21.)     xy  =  1,    oder    y  =  - 

gegeben ;  man  soll  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  QxPxP2Qi  be- 
rechnen (Fig.  15). 

Auflösung.  Aus  Gleichung 
(21.)  folgt  nach  Formel  Nr.  12 
der  Tabelle 


r  \ 


Fig.  15. 


i 


üp 


also 

(.22.) 


TT 


a*  a 


Setzt  man  *,  gleich  1  und  #.2  gleich  #,  so  erhält  man 
(23.)  ^=1^ 

so  dass  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur -4,  APQ,  in  welcher 
OAx  gleich  1  sein  möge,  die  geometrische  Deutung  für  die  Func- 
tion \x  giebt. 

Autgabe   7.      Die    verallgemeinerte    Parabel  ist    durch    die 
Gleichung 

i  24.)  yH  =  2/u"',     oder    y  =  1/2/* .  a; " 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  QiPiP2Q1 

berechnen  (Fig.  16). 
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Auflösung.    Aus  Gleichung  (24.)  folgt  nach  Formel  Nr.  9  der 
Tabelle 

(25.)    F^fydz^fäpfadx 


B 

Fig.  16. 

JU 

1 

94^ 

0 

i 

'l                              « 

h    ' 

i 

oder 


-X* 


(26.)  i '=    —     [xy]  *  =  -  — -  fey2  —  ar,y,). 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  xx  gleich  0  und  a-2  gleich  .r 
ist,  wo  also  die  Figur  im  Scheitel  0  beginnt,  wird 
, nxy    n 


(27.) 


F=OQP. 


OQPR. 


m  +  n       m+ n 
Dies  giebt  den  Satz :  Die  von  der  Parabel  OP,  de)-  X-Axe 
und  einer  beliebigen  Ordinate  QP  begrenzte  Figur  OQP  verhält 
sich  zu  dem  Rechtecke  OQPR  mit  den  Seiten  OQ  gleich  x  und 
QP  gleich  y  wie  n  zu  m  +  *»- 

Aufgabe  8.     Die   verallgemeinerte    Hyperbel  ist   durch    die 
Gleichung 

(28.)  xtnyn  =  2p,    oder    y  =  V2p.x    " 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  QlPlP2Q2 

(Fig.  17  und  18)  berechnen. 

Kg-  17.  Fig.  18. 
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Auflösung.  Es  darf  hier  vorausgesetzt  werden,  dass  die 
positiven  ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden 
sind,  weil  der  Fall,  wo  m  gleich  »,  bereits  durch  Auigabe  6 
erledigt  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Gleichung 
(28;)  nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle 

(29.)         F=fydx  =  }/^Jx~dx  =  ^  [^] 


n 


oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (28.) 

(30.)  F=— —  r*j^.ff™l  =— —  [*yf 

n  —  m 
Bei  dieser  Aufgabe  tritt  ein  bemerkenswerther  Umstand, 
von  dem  später  noch  ausfuhrlicher  die  Rede  sein  wird,  ein,  wenn 
sich  die  Ordinate  QXPX  der  Y-Axe  immer  mehr  nähert,  wenn 

also 

lim  xi  =  0 

wird.  Die  Y-Axe  ist  nämlich  eine  Asymptote  der  Curve,  so 
dass  sich  in  diesem  Grenzfalle  der  Flächenstreifen  in  der  Rich- 
tung der  Y-Axe  bis  in's  Unendliche  erstreckt.  Damit  ist  aber 
noch  nicht  gesagt,  dass  dann  auch  der  Flächeninhalt  der  Figur 
unendlich  gross  wird;  es  wird  sich  vielmehr  ergeben,  dass  der- 
selbe einen  endlichen  Werth  erhält,  wenn  n>m  ist  (Fig.  17). 

Dann  wird  nämlich  in  Gleichung  (29.)   der  Exponent 
positiv,  und  deshalb 


n—m 


(31.)  lim*!  "  =0, 


^  =  0 


so  dass  Gleichung  (29.)  in 

(32.) 
übergeht. 


'  n — m  n — m 
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Ist  dagegen  n<m  (Fig.  18),    so  wird    negativ,    so 

dass  man  Gleichung  (29.)  besser  auf  die  Form 


nV2p  j     1 1_\ 

m — n  (     üiz?  ULI?) 

ya-j   n  x2  n   I 


bringen  wird. 

Jetzt  ist 

(34.) 
also 

lim*!  n 

=  0, 

(35.) 

lim  JP= 

rt=0 

oo. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  stellt  sich  ein,  wenn  man  x2  in's 
Unbegrenzte  wachsen  lässt.  Dann  erstreckt  sich  der  Flächen - 
streifen  in  der  Richtung  der  X-Axe  bis  in's  Unendliche,  und 
man  erhält  in  dem  ersten  Falle,  wo 

n— im 

n  —  m      ^      ..         — - 
n  >  m,    >  0,     limj2        =oo 

ist,  aus  Gleichung  (29.) 

(36.)  lim  F=  oo. 

In  dem  zweiten  Falle,  wo 

»<*>*,    ——>0,       hm^-B  =  0 

'♦  2j  =  00  

*2   " 
ist,  findet  man  ans  Gleichung  (33.) 


(37.) 


UmF=n-^-.     J-=^ML. 


d^aaeo 


m  —  n        m'n        m — n 


X< 


Bei  der  in  Aufgabe  6  behandelten  gewöhnlichen  gleichseiti- 
gen Hyperbel  wird  der  Flächeninhalt  der  Figur  unendlich  gross, 
wenn  die  Ordinate  QVPX  mit  der  T-Axe  zusammenfällt,  und 
ebenso  auch,  wenn  die  Ordinate  Q^P^  in's  Unendliche  rückt, 
weil  in  Gleichung  (22.) 

lim  lrrt  =  —  oo    imd    lim  lxt  =  oo. 
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Aufgabe  9.    Die  Kettenlinie  ist  durch  die  Gleichung 


(38.) 


=  «(ea+e       «) 


gegeben;    man    soll    den  Flächeninhalt   der  Figur    QxP^Q^ 
(Fig.  19)  berechnen. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (38.) 
folgt  nach  Formel  Nr.  11  der 
Tabelle 


(39.)   F=i ydx 


Nun  ergiebt  sich  aber,  wie  auf  Seite  330  der  D.-R.  gezeigt 
wurde,  aus  Gleichung  (38.) 


(40.) 


wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdem  .r 
positiv  oder  negativ  ist.  Sind  also  xx  und  x2  beide  positiv,  so 
geht  Gleichung  (39.)  über  in 

(41.)         JP=  «[Vy5=3f  =  a(Y^=^  —  y^^). 

Wäre  z,  negativ^  so  würde  man  erhalten 
(42.)  F=  a(yyf  —  a*+ytf=tf). 

Wird   xx   gleich  0  und  x2   gleich  x  (Fig.  20),  so  ist  der 
Flächeninhalt  der  Figur  OAPQ  gleich 

(43.)  F=aYy*—a* 

und  lässt  sich  auch  sehr  leicht  als  Rechteck  darstellen.  Be- 
schreibt man  nämlich  um  den  Punkt  A  mit  dem  Halbmesser  y 
einen  Kreisbogen,  welcher  die  X-Axe  im  Punkte  B  schneidet,  so 
ist  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatze 


90 
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(44.)       OB  =  yy2_<7/2, 
also  Rechteck 


OACB  =  aYyi—a\ 
Daraus  erkennt  man  auch, 
wie  man  die  Figur  Q,P,  P2Q2 
(Fig.  19)  in  ein  Rechteck  ver- 
wandeln kann,  bei  dem  wieder 
OA  =  a    die     eine     Seite    und 

Vi/22 — a  —  VVi2—  a2  <üe  andere 
Seite  ist. 

Aufgabe  10.    Die  Cykloide  ist  durch  die  Gleichungen 
(45.)  x=r_a(t  —  sin*),    y  =  ö(l  — cos*) 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  berechnen,  welche 
von  einem  ganzen  Bogen  OHA  der  Cykloide  und  von  der 
X-Axe  begrenzt  wird  (Fig.  21). 


Auflösung.  Sind  x  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Ver- 
änderlichen t  gegeben,  so  wird  es  bei  der  Quadratur  der  Curven 
(und  ebenso  bei  den  übrigen  Anwendungen  der  Integral-Rech- 
nung auf  die  Geometrie)  im  Allgemeinen  zweckmässig  sein, 
diese  Grösse  t  als  neue  Integration  -  Veränderliche  einzuführen. 
In  der  vorliegenden  Aufgabe  bildet  man  daher  zunächst 
(46.)  dr  =  a(l  —  COS*)Ä, 

also,  da  OA  gleich  dem  Umfange  2an  des  rollenden  Kreises  ist, 


(47.)  F  =  f  ydx  =  a*/(l  - 

6  (d) 


cos*)(l  —  costf)rft. 


§  11.    Quadratur  der  Curven  bei  rechtwinkligen  Coordinaten.     91 


Bei  Einführung'  einer  neuen  Integrations- Veränderlichen 
muss  man  sorgfältig  darauf  achten,  dass  dabei  auch  andere 
Integrations- Grenzen  einzuführen  sind.  Deshalb  sind  auch  in 
Gleichung  (47.)  bei  dem  letzten  Integral  die  Grenzen  in  Klam- 
mern eingeschlossen,  um  dadurch  anzudeuten,  dass  sich  dieselben 
noch  auf  die  ursprüngliche  Integrations- Veränderliche  x  beziehen, 
und  dass  man  dafür  die  entsprechenden  Werthe  von  *  nachträg- 
lich einsetzen  soll.    Nun  ist 

x  =  0     für    *  =  0, 


x  =  2a7r 


*  =  27T, 


(49.) 


folglich  geht  Gleichung  (47.)  über  in 

In 

(48.)  F  =  u*f  (1  —  2  COS  t  +  COS2*)  dt. 

o 

Nach  den  Formeln  Nr.  10,  13  und  62  der  Tabelle  ist 

I  f  dt  =  *,     fcostdt  =  sin/, 

\J  cos2*rf*  =  \  sin*  cos*  +  |*, 

so  dass  man  erhält 

(50.)  F=  a*[t  —  2  sin*  +  £sin*  cos*  +  -J  tf* 

=  ~  [3*  —  sin*(4  —  cos  *)]*"  =  3a%. 

Die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  ist  bekannt- 
lich gleich  a2;r,  folglich  ist  nach  Gleichung  (50.)  die  von  der 
Vtjkloide  und  der  X-Axe  begrenzte  Fläche  dreimal  so  gross  wie 
die  Fläche  des  erzeugenden  Kreises  (Fig.  21). 

Fig.  22. 

Aufgabe  11.    Die  Astroide  sei 
durch  die  Gleichungen 
(51.)  x  =  acos3*,    y  =  asin3* 
gegeben  (Fig.  22);   man  soll  die 
von    ihr   eingeschlossene   Fläche 
berechnen. 

Auflösung.  Um  zunächst  den 
Flächeninhalt  des  Quadranten 
OBA  zu  berechnen,  muss  man  in 
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der  allgemeinen  Formel  für  x  die  Grenzen  0  und  a  einsetzen. 
Da  nun 

:r  =  0    für    /  =  ?> 

xz=a      „      t  =  0 
wird,  so  sind  -    und   0   die   entsprechenden  Grenzen  bei  Ein- 
führung  der  Integration*- Veränderlichen  t.    Deshalb  erhält  man 
(52.)  dx  =  —  3a  cos2/  sin/  dt, 

n  0 

(53.)  F  =  fydx  =  —  3«2/sin3/ .  cos2/  sin/ dt 

1 
n 
2 

=  +  3a2y*sin4/cos2/r//. 

Zur  Ermittelung  des  unbestimmten  Integrals  von  sin*tco$V dt 
beachte  man  zunächst/  dass 

(54.)  /sin4/  cosW/  =/sin4/tf/  —/sin«/  dt 

ist,    und   bilde   nach   Formel   Nr.  63  und  66   der  Tabelle  die 
Gleichungen 

(55.)  fsmHdt  =  —  £  sin5/  cos/  +  &/sin4/tf/, 

(56.)  /sin4/  dt  =  —  |  sin3/  cos/  +  f /sin2/  a7 , 

(57. )  /sin2/  <//  =  —  \  sin  /  cos  /  +  \  /. 

Indem  man  Gleichung  (55.)  mit  — l,  Gleichung  (56.)  mit 
+  |,  Gleichung  (57.)  mit  +  {  multiplicirt  und  dann  alle  drei 
Gleichungen  addirt,  findet  man 

i  .*)8.)       /  sin4/a7  —  /  sinÄ/tf/  =  -  sin5/cos/  —  —  sin3/  cosf 
folglich  ist 


§11.    Quadratur  der  Curven  bei  rechtwinkligen  Coordinaten. 


(59.)       F=  ^ [coe*(8sin**  —  2sm**—  3sin*)  +  3/]  * 

_  a2     3?r  _  3a27r 
~~  16*T~    32 

Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Astroide  ist  daher 

3a27r 


yflo.) 


±F= 


8 


Dies  giebt  den  Satz:  Der  Flächeninhalt  der  Astroide  ver- 
hält sich  zu  dem  Flächeninhalte  des  umschriebenen  Kreises  wie 
3  zu  8. 

Aufgabe  12.  Die  Cissoide  des  Diokles  ist  durch  die 
Gleichungen 


/«*  \            >    •  <»               ^   sinty 
(61.)    x  =  2asin2y,    y  =  2a — 

gegeben  (D.-R.,  Seite  361);  man  soll 
den  Flächeninhalt  der  Figur  OQP 
(Fig.  23)  berechnen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen 
(61.)  folgt 

x  =  0    für    (f  =  0, 


Fig   23. 


x  =  2a 


y  =  ¥' 


(62.)      dx  =  4a sin y  cosyrfc/, 
oder 

(63.)  F=fydx  =  8a2/sinV<ty, 

folglich  wird  nach  Formel  Nr.  67  der 
Tabelle,  wenn  man  n  gleich  2  setzt, 

(64.)  /••=  8a'J  —  cosy  f  j  sinty 

=  «2[3r/>  —  coSf/(2sinfy  +  3siny)J 


/  f 


o4± 


-  / 


I 


Q* 
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Da  die  Gerade  AB  eine  Asymptote  der  Curve  ist,  so  er- 
streckt sich  der  Flächenstreifen  bis  in's  Unendliche,  wenn  die 
Ordinate  QP  der  Asymptote  immer  näher  rückt  und  schliesslich 
mit  ihr  zusammenfällt,  wenn  also 

(65.)  lim  x  =  2a,     oder    lim  y  =  ■— 

iL 

wird.    Der  Flächeninhalt  der  Figur  bleibt  aber  endlich,  da  man 
aus  Gleichung  (64.) 

(66.)  lim  F=  **r 


erhält.  Die  Curve  liegt  zur  A'-Axe  symmetrisch;  deshalb  wird 
der  Flächeninhalt  der  Figur,  welche  von  der  ganzen  Oissoide 
und  der  Asymptote  begrenzt  ist,  gleich 

3a%. 

Aufgabe  13.    Es  ist  die  Gleichung 

(67.)  y  =  ^  (x*  -  9*2  +  2&r  —  1 5) 

gegeben;  man  soll  J  ydx  berechnen. 

a 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle  wird 
b  b 

(68.)    i<'=  /  ydx  =  ^  /  (x*  —  9*2  +  23*  —  15)  «fe 

a  a 

a 

=  TZ  (*4  —  12*3  +  ±M2  —  60Ä  —  a4  +  12«'  —  46a2  +  60a). 

Will  man  sich  über  die  Bedeutung  dieses  Resultats  Rechen- 
schaft geben,  so  muss  man  beachten,  dass  die  der  Gleichung 
(67.),  oder  der  Gleichung 

(67a.)  y  =  ^(s-lK*  — 3)(*  — 5J 


Jl. 


7^ 
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entsprechende  Curve  die  X-  Fi&  -4 

Axe  in  den  Punkten  A,B,C 
mit  den  Abscissen 

OA  =  1 ,      OB  =  3, 

OC=5 

schneidet.    Setzt  man  daher 

«  =  — 2,    *=s  +  l. 
so  erhält  man 

(69.)  DxAD=fydx 

_        147 

~~         16  * 
Der  Ausdruck  ist  nega- 
tiv, weil  die  Figur  DXAD 
unterhalb  der  X-Axe  liegt. 
Ferner  wird   der  Flächen-     / 
inhalt  der  Figur 


/ 


(70.) 


+3 

AHB  =fydx  =  -^  (-  9  +  25)  ==  ±-, 


und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  positiv,  weil  die  Figur  AHB 
oberhalb  der  X-Axe  liegt.  Indem  man  a  gleich  3  und  b  gleich 
5  setzt,  findet  man  den  Flächeninhalt  der  Figur 

5 

(71.)  BTC  =  fydjr  =  -L(-  25  +  9)  =  -  |, 

und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  wieder  negativ,  weil  die  Figur 
unterhalb  der  X-Axe  liegt.  Endlich  ist  der  Flächeninhalt  der 
Figur 


(72.) 


CEtE  =  /ydz  =  -L  (H9 +  25)  =  +  3. 


Dieser  Ausdruck  ist  positiv,  weil  die  Figur  oberhalb  der 
X-Axe  liegt.    Demnach  ist 
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(73.)  fydx  =  ^  (119  -  416)  =  - 1| 

lind  kann  geometrisch  gedeutet  werden  durch  die  Summe  der 
Figuren 

DXAD,  AHB,  BTC  und  CEy  E, 
wobei  aber  die  erste  und  dritte  mit  negativem,  die  zweite  und 
vierte  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist. 

Dies  giebt  in  Uebereinstimmung  mit  der  auf  Seite  14  aus- 
geführten Untersuchung  den  Satz :  Wenn  man  den  Flächeninhalt 
einer  ebenen  Figur  zwischen  einer  Curoe  y  =f{x),  der  Abcissen- 
Axe  und  zwei  beliebigen  Ordinaten  durch  Integration  berechnet, 
so  sind  die  Flächenstücke  über  der  Abscissen-Axe  mit  positivem, 
und  die  Flächenstücke  unter  der  Abscissen-Axe  mit  negativem 
Vorzeichen  berücksichtigt. 

§  12. 

Quadratur  der  Curven  bei  Anwendung  schiefwinkliger 
Coordinaten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  90.) 
Ist  die  Gleichung  einer  Curve  fiir  schiefwinklige  Coordinaten 
gegeben,  und  bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  positiven 
Fig  25  Richtungen    der    Coordinaten- 

Axen  mit  einander  bilden,  durch 
Y,  so  wird  der  Flächeninhalt 
eines  Streifens  QPPtQx  (Fig. 
25),  wenn  man  ihn  unter  Ver- 
nachlässigung der  unendlich 
kleinen  Grössen  höherer  Ord- 
nung als  Parallelogramm  be- 
trachtet, 

(1.)  QPPXQ{  =//</.r.sinr, 

also 

b 

( 2.)  AA  ABBX=  sin  y.  fydx. 
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Uebungs-Aufgaben. 
Aufgabe  1.    Die  Gleichung 

(3.)  y2  =  2/*r,    oder    y=}/2p.^, 

stellt  auch  ffir  schiefwinklige  Coordinaten  eine    Parabel  dar, 
wobei  die  F-Axe  eine  beliebige  Tangente  ist,  und  die  X-Axe 
durch  den  Berührungspunkt  paral- 
lel   zur  Axe    der  Parabel  läuft  Fi* -20 
(Fig.  26);  man  soll  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  OQP  berechnen. 

Auflosung.      Hier    ist     nach 
Gleichung  (2.) 

(4.)  F=smr-V2pJ^dr 


i- 


=  sin/ 


Ht] 


_2xy 


siny. 


— x 


Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  OQPJR  ist  gleich 
xy  sin/,  folglich  bleibt  der  auf  Seite  81  angeführte  Satz  auch 
in  diesem  Falle  noch  richtig. 


Aufgabe  2.  Macht  man  in  der 
Ellipse  zwei  conjugirte  Durch- 
messer, deren  Länge  2r  und  2  s 
sein  möge,  zu  Coordinaten  Axen, 
so  hat  die  Ellipse  (Fig.  27)  die 
Gleichung 


Fig.  27. 


(5.) 
oder 


r2   T   S2  A, 


y=± '-Vo- 


rnan soll  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  berechnen. 

S*agem»un-Ki»pert,  Integral-Bechnung.  7 
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Auflösung.    Hier  ist  nach  Gleichung  (2.)  mit  Rücksicht  auf 
Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

r  r 

4s  .  sin  y  fr  -/-= ^  .  r2         .    />  Vi' 

=  — " [2  V'*—z*  +  ^arcsin^-J)|  . 

oder 

(6.)  jF=r*;rsin/\ 

Da  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und 
Ä,  wie  schon  in  Aufgabe  4  a  des  vorhergehenden  Paragraphen 
gezeigt  wurde,   gleich  ahn  ist,  so  folgt  hieraus  die  wichtige 
Formel 
(7.)  rs.sin;=a&. 

Aufgabe  3.    Die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,  wenn  man 
die  Asymptoten  zu  Coordinaten- Axen  macht, 

(8.)  ±*y  =  e\    oder    y  =  j*j; 

man    soll    den    Flächeninhalt    der    ebenen   Figur    Q1P1P2Q2 
(Fig.  28)  berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (2.)   folgt  in  diesem  Falle  mit 
Fi    gg  Rücksicht  auf  Formel   Nr.  12 

der  Tabelle 


(9.)       F=siny  I  ydr 

~~       4     J   x 

~       4      XW' 
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§  13. 

Quadratur  von  Figuren,  welche  oben  und  unten  durch 
eine  Curve  begrenzt  sind. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  91.) 

Eine  Figur  sei  oben  begrenzt  durch  die  Curve  (Fig.  29) 

U.)  V'  =/(*)• 

unten  durch  die  Curve 

</2.)  V"  =  9{r\ 

rechts  und  links  durch  die  Or-  „.    „ 

Fig.  29. 

dinaten  B"B'   und   A"A'  mit 

den  Gleichungen 

(3.)    x  =  b    und    x  =  a. 

Man  kann  dann  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  A"A'B'B" 
berechnen,  indem  man  zuerst 
den  Flächeninhalt  der  Figur 

(4.)     AA'B'B  =fy'dx 

a 

berechnet  und  davon  den  Flächeninhalt  der  Figur 


(5.) 


AA"B"B  =  fy"dx 


abzieht.    Dadurch  erhält  man 

&  »  & 

(6.)  F=  A'A'B'B"  =fy'dx  —fy"dx  =/{y'  —  y")dx. 


Dasselbe  Resultat  findet  man  auch,  indem  man  durch  zwei 
benachbarte  Punkte  Q  und  Q,  der  X-Axe  Parallele  zur  Y-Axe 
legt,  welche  die  beiden  Curven  bezw.  in  den  Punkten  P,  i*, 
und  P\P\  treffen.  Den  Streifen  P'PPX'PX"  darf  man  unter 
Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ord- 
nung als  ein  Rechteck  mit  den  Seiten 

P"P  =  y'  —  y"    und     QC^^  dx 
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betrachten,  wenn  QQ^  verschwindend  klein  wird.    Dadurch  er- 
hält man  für  den  Flächeninhalt  des  Streifens 
P"P'P'lP"i  =  W  —  ir)dz, 
so  dass  die  Summe  aller  dieser  Streifen,  nämlich 

b 

F=f(y'  —  y")dz 

a 

den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  A"A'B'B"  giebt. 

Dabei  ist  zunächst  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht 

worden,  dass  die  Curvenbögen-4'i*'undu4''i*''  beide  über  der  X-Axe 

Fi    go  liegen.     Das    Resultat    bleibt 

aber  auch  dann  noch   richtig, 

wenn  diese  Voraussetzung  nicht 

erfüllt  ist.     Liegt    z.  B.    der 

eine  Bogen   A"B"   unter   der 

X-Axe  (Fig.  30),  so  hat,  wie 

schon     früher     hervorgehoben 
b 

wurde,  fy"dz  einen  negativen 


Werth,  so  dass 
fy'dz  -fy"dx  =7 V  -  ,")  dx 

a  a  a 

die  Summe  der  beiden  Flächenstücke  AA'B'B  und  A"ABB" 

giebt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  dass  Gleichung  (6.) 
noch  richtig  bleibt,  wenn  beide  Curvenbogen  A'B'  und  A"B" 
unter  der  X-Axe  liegen,  und  schliesslich  auch,  wenn  die  X-Axe 
von  den  Begrenzungscurven  geschnitten  wird.  Den  letzten  Fall 
kann  man  dadurch  auf  die  vorhergehenden  Fälle  zurückfuhren, 
dass  man  die  Figur  in  mehrere  Theile  zerlegt,  indem  man  durch 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  mit  der  X-Axe  Parallele 
zu  der  Y-Axe  zieht.  Für  jeden  einzelnen  Theil  gelten  dann 
die  früheren  Voraussetzungen. 
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Fig.  31. 


/ 


/ 


Uebungs  -  Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Von  einer  Parabel  mit  der  Gleichung 

(7.)  \ß  =  2px,    oder    y  =  ±  Yty .  x^ 

ist  durch  die  Sehne  OPx  (Fig.  31) 
das  Segment  über  OPx  abgeschnitten; 
man  soll  den  Flächeninhalt  dieses 
Segmentes  berechnen. 

Auflösung.  Die  Gleichungen  der 
beiden  begrenzenden  Curven  sind  in 
diesem  Falle 

(8.)  y'  =  V2p  .  **  und  y"  =  ^x, 

X\ 

folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (6.) 

(9.)  F=/w-  y")dx  =  j(yTP .  z*  -  &*)«fc 


oder 

(10.) 


i-2  1  ^y, 


I 

I 


Z)as  Segment  über  OPx  ist  also  dreimal  kleiner  als  das  zu- 
gehörige Dreieck  OQxPx. 

Dasselbe  Kesultat  ergiebt  sich ,  wenn  man  von  der  Fläche 
OQyPij  deren  Inhalt  nach  Aufgabe  2  in  §  11  gleich  \xxy{ 
ist,  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OQxPXi  nämlich  \xxyXJ 
abzieht. 

Aufgabe  2.    Von  der  Parabel  mit  der  Gleichung 

(11.)  ?/2  =  2px,    oder    y'  =  ±  y%p  .  x* 

ist  durch  eine  Gerade  PXP2  mit  der  Gleichung 
(12.)  y"  =  mx  +  ii 
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Fig.  82. 


ein  Segment  Px'OP2  ab- 
geschnitten (Fig.  32) ;  man 
soll  den  Flächeninhalt  des 
Segmentes  berechnen. 

Auflösung.  In  dem 
vorliegenden  Falle,  wo 
der  Punkt  P\  unter  der 
X-Axe  liegen  möge,  muss 
man  die  Figur  durch  die 
Gerade  P}PU  welche  der 
Y-Axe  parallel  ist,  in 
zwei  Theile  zerlegen  und 
erhält 


U3.)       F\OP,  ^J2y'dx=2y2pj x*dx=^p-, 

(14.)  P^Py  P2  =fW— ¥")**  =)(V*P  •  x  ~  mx  —  ii)dx 

Vi  *i 

f./—    2s*        mx*  f 

*1 

Dabei  ist  aber  bekanntlich 


(i5-; 


...     vt— y\  _y%±y± 

m  = 


/' 


x2  —  x\  2*  —  x\ 

_  xiy\  —  x\Vi  __     x\Vi  +  xiV\  3 

5*2 x\  T2  —  x\ 

folglich  wird,  wenn  man  noch  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.) 

addirt, 

(16.)  F=  1  (*,y,  +  z-M)  —  H*i  +  **)  fo  +  ft)  +  'itt  +  x#\ 


§  13.   Quadratur  der  (>urven  bei  recht  winkligen  Ooordinaten.     103 

Es  sei  z.  B. 

*i  =  4,     .r2  =  16,     2p  =  9, 
also 

>J\  =6,    y2  =  12, 
dann  wird 

(17.)  F=  \  (24  +  192)  +  |(48  +  96)  =  108. 

Aufgabe  3.    Die  Gerade 
(18.)    y"  =  mjr  +  iA 
schneide  von  der  Ellipse 


(19.)  y'  =  -j/a*  —  x* 

ein  Segment  P,ÄP2  (Fig.  33) 
ab;  man  soll  den  Flächen- 
inhalt des  Segmentes  be- 
rechnen. 


Auflösung.    Nach  Gleichung  (6.)  wird  in  diesem  Falle 
,**  „»* 

(20.)    F=  I  (y'  —  y")  dx  =  I  (-  |/Ö2=72  —  mx  —  Afe 

=  g{jV^=^+farcsin(|)}-^-/M:]  • 
=  —  \xy —  mx2  —  2fjix  +  oJarcsinf—  j\ 

+  oiarcsinf— ) — oflarcsinf^lU 


(21.) 


Nun  ist  aber  bekanntlich 


folglich  wird 

(22.)m(Ti*—x1*)+2ti(x1-Xi)  =  (!,i—Vi)(x.1+zi)+2(x.iyt—zxyi) 

—  (*m— *iyi) + foyi — *iä)- 
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Dies  giebt 

(23.)   JF^Ifoyj-^+Y^™^ 

Es  sei  z.  B. 

(24.)  a  =  6,     b  =  4.     xi  =  —  1,     #2  =  +  5, 

also 

(25.)  y^f^,    y2  =  f  ViT, 

dann  geht  Gleichung  (23.)  über  in 

(26.)     F=  12  [~arc  sin  (|)  +  arc  sin(~)l  -  i-  (yTT  +  5^35). 
Dabei  ist 

12  arc  sin  (|)=  11,821327,         yTI=    3,327  708, 

12  arc  sin  Q-}  =    2,009  377 ,       5  J/35  =  29,580  399, 

also 

(27.)         *  =  13,830  704  —  | .  32,908  107  =  2,861  335. 


Verbindet  man  den  Nullpunkt  O  mit  den  Punkten  Pt  und 
P2  (Fig.  33),  so  erhält  man  ein  Dreieck  OPAP2  mit  dem 
Flächeninhalte  \{x2yx  —  xty2).  Wenn  man  daher  dieses  Dreieck 
zu  dem  Segmente  über  der  Sehne  PXP2  hinzufügt,  so  ergiebt 
sich  nach  Gleichung  (23.)  für  den  Sector  P1OP2  der  Flächen- 
inhalt 

(28.)  Sector  =  y  [arc  sin  fä\—  arc  sin(^)]  • 

Aufgabe  4.    Eine  Ellipse  sei  durch  die  Gleichung 
(29.)  au*2  +  2anxy  +  cu^  +  a^  =  0 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  derselben  berechnen. 

Auflösung.  Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  liegt  im 
Mittelpunkte  der  Curve,  aber  die  Coordinaten-Axen  fallen  nicht 
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mit  den  Axen  der  Ellipse 
zusammen  (Fig.  34).  Damit 
die  Gleichung  eine  reelle 
Ellipse  darstellt,  müssen  die 
Ungleichungen 

(30-}    W«33<0 

befriedigt  werden.  Aus  Glei- 
chung (29.)  folgt  dann 


Fig.  84. 
IT 


also 

(31.) 


any*  =  —  anx  +  V(öi22— «nö22)*2— «22«33> 
«22?"  =  —  anx  —  K(«i22— «n^y2— «22«33> 


y'  —  y"  =  —  VW'  —  «n^K2— «22033- 

«22 


.  Nach  den  in  den  Ungleichungen  (30.)  ausgesprochenen  Vor- 
aussetzungen kann  man  zwei  positive  Grössen  c1  und  k2  durch 
die  Gleichungen 

£2  __  «22«33 

c1 


(32.) 


C'=  «11«22  — «12 


erklären,  so  dass  Gleichung  (31.)  übergeht,  in 


2c 


y  =  —  y  —  cy  +  *v  =  —1/^—^2. 

«22  «22 


(33.)        y'- 
folglich  wird 

(y'  —  y")  efe  =  —  fdzyW^. 

xx  xx 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  beachte  man,  dass 
(y' — y")dx  einer  der  Streifen  ist,  in  welche  man  sich  die  ganze 
Fläche  zerlegt  denken  muss.  Die  durch  die  Integration  ausge- 
führte Summation  aller  dieser  Streifen  beginnt  in  demjenigen 
Punkte  Px  und  endigt  in  demjenigen  Punkte  P2>  *n  welchen  der 
Punkt  P1  mit  dem  Punkte  P"  zusammenfällt,  so  dass  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  Px  und  P2  zur  y-Axe  parallel  sind. 
Die  Werthe  von  xx  und  xt  findet  man  daher,  indem  man 
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a< 


22 


gleich  0  setzt.    Daraus  ergiebt  sich 

(35.)  ?!  =  —  k    und    r2  =  +  k , 

+* 

( 36.)  F=  —  fd*yw=z*, 

also  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

<w->  ^=^B>/Fi^+farcsin(i)rt 

=  —  |arc  sin  1  —  arc  sin  (—  1)1  = ? 

«22 L  J        «M 

oder  mit  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  (32.) 
(88.)  F=  -  ^^  =  W 

ö22*  V  «11022  — «J22 


Dasselbe  Resultat  findet  man,  wenn  man  die  Halbaxen  a 
und  Ä  bestimmt  und  in  die  Formel 

jP=  ahn 
einsetzt,  denn  es  ist  bekanntlich 


(39.)  a  =  Y -?g»_      , 

«11  +  «22  ±  V(«ll  —  «22)S  +  4«122 


» = y. -2a*> 


«11  +  «22  +  V  («11  —  «22)2  +  4«12* 

also 


(40.)  ab  = 


2a,8 


»11  +  «22)*i  —  («11  —  «22  )2~  *«122 


a. 


»s 


V«ii«2a  —  «121 


§  14.    Quadratur  der  Curven  bei  Polarcoordinaten  107 

§14. 

Quadratur  der  Curven  bei  Anwendung  von  Polar- 
coordinaten. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  92.) 

Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten  mögen  die  Coordinaten 
eines  Punktes  P  immer  mit  r  und  y,  die  eines  Punktes  Px  mit 
r,  und  <px ,  allgemein  die  eines  Punktes  Pn  mit  rH  und  tpn  be- 
zeichnet werden.    Nennt  man  den 
Flächeninhalt  einer  Figur  AOP,  Fig  ^ 

welche  durch  zwei  beliebige  Radii 
cectores  OA,  OP  und  durch  den 
Curvenbogen  AP  begrenzt  wird 
(Fig.  35),  S  (Sector),  so  ist  S 
eine  Function  von  y.  Den  unend- 
lich kleinen  Zuwachs 
(1.)  dS=POPu 

welchen  diese  Function  S  erleidet, 
wenn  der  Winkel  XOP  gleich  tp 
um  dtp  zunimmt,  findet  man,  indem 
man  POPx   als  ein  geradliniges  Dreieck  ansieht.    Dadurch  er- 
hält man  nach  bekannten  Formeln 

(2.)    dS^\OP.OPA%m(dtp)^^r(r  +  dr)'^^^>dtp, 

oder,  weil  für  einen  verschwindend  kleinen  Werth  von  d<p 

<3.)  lim(r  +  rfr)  =  r    und    Um^^l 

atp 

ist, 

(4.)  dS=\r*d9, 

also 

(5.)  S=^/Fr^hfi 

a 

wobei  2£  XOA  =  «  und  2£X0P=  tp  gesetzt  ist. 

Gewöhnlich  wird  bei  den  Anwendungen  auch  die  obere 
Grenze  tp  einen  constanten  Werth  ß  haben,  welcher  dem  Radius 
tertor  OB  (Fig.  36)  entspricht. 
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Fi«.  86. 


Auch  dieses  Integral  kann  als  eine  Summe  von  unendlich 
vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  betrachtet  werden.  Theilt  man 
nämlich  den  Winkel  AOB  in  n  (gleiche  oder  ungleiche)  Theile, 
so  wird  auch  der  Sector  AOB  in  n  Theile  zerlegt  (Fig.  36), 
von  denen  man  jeden  einzelnen  POPi  unter  Vernachlässigung 

unendlich  kleiner  Grössen  höherer 
Ordnung,  nämlich  unter  Vernach- 
lässigung der  Dreiecke  PQPU  als 
einen  Kreissector  mit  dem  Flächen- 
inhalte $r2d<p  betrachten  kann. 
Dabei  ist  die  Voraussetzung  ge- 
macht; dass  die  Anzahl  n  der 
Sectoren  unendlich  gross  wird, 
und  dass  die  einzelnen  Sectoren 
dabei  sämmtlich  unendlich  klein 
werden. 

Durch  Summirung  aller  dieser 
unendlich  kleinen  Sectoren  findet 
man  für    den   Flächeninhalt   des 


ganzen  Sectors 

(6.) 


S—\f  rHtf. 


Uebungs  -Aufgaben. 
Aufgabe  1.    Man  soll  den  Flächeninhalt  des  Sectors  P\OPL 
bei  der  Archimedischen  Spirale 

(7.)  r  =  atf 

berechnen  (Fig.  37). 

Fig  w-  Auflösung.     Nach    Gleichung 


(6.)  ist  in  diesem  Falle 


V* 


=  TT  [* s]    =  S^ ( a  *V**—  a*V*  *)» 


6« 
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also 

Aufgabe  2.    Man  soll  den  Flächeninhalt  des  Sectors  P,  OP2 
bei  der  allgemeinen  Spirale 
(10.)  r  =  aqu 

berechnen. 

Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  erhält  man  hier 

V*  V* 

(11.)  S  =  lfr*d<f  =(L  f(p*»d<p 

~~   2|2»  +  lj      ""  2(2» +1) 


Vi 


Aufgabe  3.  Man  soll  den  Flächen- 
inhalt des  Sectors  Py  OP2  bei  der  loga- 
rithmischen Spirale 

(12.)  r  =  eafi 

berechnen  (Fig.  38). 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (6.)  er- 
hält man  in  diesem  Falle 

( 13.)  & ■  =  -i  /  r*drf  =  ^  j  e^dtp 

vi  vi 


Fig.  88. 


/% 

\     "- 

\ 

\ 

\ 

V 

> 

0 

/AX 

also 


( 1 4.)  F  =  j-  (e2<^«  —  e?«Vi) 


(Vi) 


1  r  2 r2 


4a v  y  4a 
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Aufgabe  4.    Die  Gleichung 

■*»••  (15.)  r-*  =  a"*cos(-^) 

oder  a 


B 


stellt  eine  Parabel  dar  (Fig.  39);  mau  soll 
das  Segment  BAC  berechnen. 

Auflösung.    Ans  Gleichung  (15.)  folgt 
in  diesem  Falle 


(16.)    $ 


-t       -^cos4(£) 


oder,  wenn  man 

ip  =  2t 
setzt  und  Formel  Nr.  44  der  Tabelle  berücksichtigt, 

^4  ^4 

(17.)  S  =  ^J~  =  a»y  (1  +  t«*)rf(tg/> 


=  u*[tgt  +  W*]^  =  ««($  +  i)  =  ^-  • 

4 

Aufgabe  5.    Man  soll  den  Flächeninhalt  der  Cardioide  mit 
der  Gleichung 

Fi*.  40. 

(J8.)       r*=a*cosß)' 
oder 

berechnen  (Fig.  40). 

Auflösung.    Setzt  man 
y  =  2/ f 
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so    wird    zunächst    mit    Ettcksicht    auf  Formel    Nr.    65    der 
Tabelle 

(19.)      «  =  i  / rt/y  =  ^  /cos4 (|)  rfy  =  ö*  fcosHdt 

Ü  U  0 

=  "'[-fc  cos'/ sin/  +  |  cos /sin/  +  j|  /]  , 


also 


(20.)   S-  £[2cos>(f)sin(f)  +  3cos(|)sin(|)  +  8  f} 


Lässt  man  tf  bis  tt,  also  |-  bis  -  wachsen,  so  wird 


(21.) 


S  = 


3tf27T 

16 


die  Hälfte  des  gesuchten  Flächeninhalts,  für  welchen  man  daher 

(22.) 


erhält.     2>er  Flächeninhalt  der   Cardioide  verhält  sich  also  zum 
Flächeninhalt  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  ivie  3  zu  8. 

Aufgabe  6.  Man  soll  den 
Flächeninhalt  der  Lemniscate  be- 
rechnen (Fig.  41). 

Auflösung.    Die  Gleichung  der 
Lemniscate  ist 
(23.)         r*  =  c**cos(2y), 

folglich  wird 

t  2    ¥ 

( 24.)  Ä'  =  -  /  r  2<fy  =  |-  /  cos  ( 2y )  <fy 

0  0 

=  ^[sin(2^  =  jsin(2y). 
Den  vierten  Theil  (Quadranten)  der  Lemniscate  erhält  man, 
wenn  y  von  0  bis  -»  also  2<f>  von  0  bis  -   wächst,    folglich 

4  £ 

wird  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Lemniscate 
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(25.) 
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F=o*sm(?\=a* 


Fig.  42 

r 


\\ 


\ 


Aufgabe  7.     Die   Gleichung   des   Folium   Cartesn  war  für 
rechtwinklige  Coordinaten 
(26.)  *3  +  y3—  3a*y  =  0; 

man  soll  den  Flächeninhalt  der  Schleife  berechnen  (Fig.  42). 

Auflösung.  Bei  Anwendung 
rechtwinkliger  Coordinaten  müsste 
man  die  kubische  Gleichung  (26.) 
nach  y  auflösen  und  erhielte  einen 
Ausdruck  für  y'  —  y",  dessen 
Integration  grosse  Schwierigkeiten 
bereiten  würde.  Führt  man  da- 
gegen durch  die  Gleichungen 
(27.)  z  =  rcosy,  y  =  rsiny 
Polarcoordinaten  ein,  so  geht 
Gleichung  (26.)  über  in 

(28.)  r=i^Ä: 

/  eosty  +  smJr/ 

deshalb  findet  man  für  den  gesuchten  Flächeninhalt 


TT 


\ 


B> 


-X 


\  \ 


,29.)  F=lfa™f*&«& 

J  2  J  (cos3y  +  sr 


9a*  f  sin2y  cos2yrfy 
sinty)2' 


Indem  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches,  der  unter  dem 
Integralzeichen  steht,  durch  cos6<p  dividirt  und  beachtet,  dass 


dtp    


cos2<p 


=  ^(tgy) 


ist,  ergiebt  sieh 

(t)  (f) 

«KM  ^-    2y(1+tgV)2-    2  7(1+/»)*' 


§  15.    Quadratur  der  Curven.  113 

wobei  tg(f  mit  t  bezeichnet  ist    Setzt  man  noch 

1  +  *3  —  Zj    also     3ftft  =  dz, 
so  wird 
/ot  ^  fSPdt  fdz       f  1 

folglich  ist 

<*>  '-?[-if-¥[-1+Ul- 


3a* 


J(0)  "  °  7    o 


Der  Flächeninhalt  der  Schleife  ist  daher  dreimal  so  gross 
wie  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AOB. 


§  15. 

Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu 
Polarcoordinaten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  93.) 
Ist  eine  Curve  durch  die  Gleichungen 

(1.)  *  =  9>(0>      y=*(0 

gegeben,  so  führt  man  zur  Berechnung  des  von  ihr  eingeschlos- 
senen Flächeninhalts  häufig  mit  gutem  Erfolge  Polarcoordinaten 
ein.    Aus  den  Gleichungen 
(2.)  x  =  rcos<p1    y  =  rsin<p 

findet  man  nämlich 

(3.)  t*»  =  Ji 


,  dy_  _xdy  —  ydx 

K)  cos2y  "  s*         ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit 

r2cos2y  =  x1 
multiplicirt, 

(5.)  r*d<p  =  xdy  —  ydx  =  (x-^  —  y  -^)dt 

Stegemann -Kiepert,  Integral-Rechnung. 
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Dadurch  geht  Formel  Nr.  92  der  Tabelle  über  in 

r*d<f  =  \j{xdy  -  ydx)  =  t  fcz&  -  y  §)<fc 


Fig.  48. 


Uebungs  -  Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  den  Sector  der  Kreisevolcente  mit  den 
Gleichungen 

/7x     J    *  =  a(cos*  +  /sin*), 
I   y  =  a(sintf  —  tcost) 
berechnen  (Fig.  43). 

Auflösung.      Aus    den    Glei- 
chungen (7.)  findet  man 

/8\       I    dx=atcostdt, 
j-X  \    dy  =  atsintdt, 

folglich  wird 
xdy — ydx  =  aflfldt, 


(9.) 
(10.) 


s^fm^  =  A0P. 


Fig.  44. 


Aufgabe  2.      Man    soll    den 
Flächeninhalt    der    Astroide   mit 
den  Gleichungen 
(11.)  x  =  «cos3*,  y  =  asirvH 
berechnen  (Fig.  44). 

Auflösung.     Aus    den    Glei- 
chungen (li.)  findet  man 

(12 )  i  dx  ~  —  3aCos2*sin^> 
I  dy  =  +  3asin?*costf<fr, 

folglich  wird 


(13.)  xdy  —  ydx  =  3a2  ( sin2*  cos4*  +  sinVcos2^  =  3a2sin2tfcos2fa«, 


(14.) 
oder 


§  15.    Quadratur  der  Curven. 
t 
S  =  ^  fsitftco&tdt  =  AOP, 
o 
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(15.)        S=  ^  Asin* cos** .  rf*  =  ^  fsm\2t)d(2t). 

0  (ü) 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  63  der  Tabelle 
(16.)    S=^[-\  sin(2*)  cos(2*)  +  t][  =  ^  [t  -  \sin^t)]. 

7t 

Für  t  =  -—  erhält  man  den  Sector  -402?,  d.  h.  den  vierten 

Theil  der  Astroide,   folglich  ist  der  Flächeninhalt  der  ganzen 
Astroide  in  Uebereinstimmung  mit  Aufgabe  11  in  §  11 

(17.)  F=*£. 


Aufgabe  3.    Man  soll  den  Flächeninhalt   der   Epicykloiden 
mit  den  Gleichungen 

Fig.  45. 


(18.) 


z=  a[mcost— cos(mtf)], 


|y = a[m  sin  t  —  sin(m*)] 
berechnen  (Fig.  45). 

Auflösung.       Aus     den 
Gleichungen  (18.)  folgt 
(dx^=  ma  [ —  sin  t 

+  sm(mt)\dL 
v     ''  |  dy  =  ma[cos* 

[  — cos(mtf)]<Ä, 

also,  wenn  man  beachtet, 
dass  hier  m  =  n  +  1  zu 
setzen  ist, 

(20.)       xdy  —  ycfe  =  ma*[(m  +  1)  —  (m  +  l)cos(»0]<# 
=  m(*w  +  1>2[1  —  cos  (»*)]<#. 

8* 
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Dies  giebt  fiir  den  Sector  AOP 

(810      s = m(wt+i)ay[i  -  cos  («<)]  dt 

0 

Wenn  der  Sector  durch  einmaliges  Abrollen  des  rollenden 
Kreises  entstanden  ist,  wenn  es  sich  also  um  den  Sector  AOBC 
handelt,  so  hat  man  den  Wälzungswinkel  des  rollenden  Kreises 

nt  =  2tt,    also    t  =  — 
n 

zu  setzen  und  erhält 

(22.)  s==  "<m  +  W"  =  (»  +  i)  '»  +  2)"2?*  =  ^g 

v      J  n  n 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  schliesst  sich  die  Curve  und  die 
ganze  Fläche  besteht  genau  aus  n  solchen  Sectoren;  in  diesem 
Falle  wird  also  der  Flächeninhalt  der  Epicykloide 
(23.)  F=  n  .  AOBC  =  (»  +  1)  (n  +  2)a*7r. 

Ist  z.'B.  n  =  6,  wie  es  in  Figur  45  der  Fall  ist,  so  wird 
(24.)  F=  560%. 

Für  n  =  1  ist  die  Epicykloide  eine  Cardioide,  deren  Flächen- 
inhalt demnach 

(25.)  F  =  ßa*rr 

ist.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  in  §  14  Aufgabe  f>  ge- 
fundenen überein;  nur  war  damals  der  Halbmesser  a  viermal 
grösser  als  in  den  hier  benutzten  Gleichungen. 

Aufgabe  *.  Man  soll  den  Flächeninhalt  der  Hypocykloidcn 
mit  den  Gleichungen 

(26.)    x  =  a[mcost  +  cos(w^)J,     y  =  a  [wsin*  —  %m(mij\ 
berechnen  (Fig.  46). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (26.)  folgt 
,      v  I  dz  =  ma[ —  sin*  —  sin(mt)]dt, 

I  dy  =  ma  [cos  t  —  cos  (mt)]  dt, 
also,  wenn  man  beachtet,  dass  hier  m  =  n  —  1  zu  setzen  ist, 
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(28.)       xdy  —  ydx  =  ma»[(m  —  1)  —  (m  —  l)cos(»<)]<# 

=  m(m  —  l)o2[l  —  QOS(ni)]dt, 
folglich  wird 


117 


(29.) 


8  =*<£=*&  f[l-«»(ni)]dt 


Wenn  der  Sector  durch  Fi*- 46- 

einmaliges  Abrollen  des  rol- 
lenden Kreises  entstanden 
ist.  so  hat  man  den  Wäl- 
zungswinkel  dieses  Kreises 

w/  =  27r,    also    t  =  —    / 
n 

zu  setzen;  dann  wird 

(30.)    ^"("-1)«'* 
n 

__  {n~l){n—2)a17t 

n 

=  AOBI). 

Ist  »  eine  ganze  Zahl,  so  schliesst  sich  die  Curve,  und  man 
erhält  für  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Hypocykloide 
(31.)  F=  n  .  AOBD  =  (n  —  1)  (n  —  2)a%. 

Für  den  in  Figur  46  berücksichtigten  Fall  ist 
(32.)  rc  =  3     und     .F=  2a2/r, 

also  doppelt  so  gross  wie  der  rollende  Kreis,  oder  wie  der  durch 
die  Punkte  DEF  gelegte  Kreis. 

Bei  der  Astroide  hat  man  n  =  4  zu  setzen  und  erhält  in 
Uebereinstimmung  mit  Aufgabe   11  in  §  11  und  Aufgabe  2  in 
diesem  Paragraphen 
(33.)  F=  6a*7r, 

•nur  ist  in  der  vorliegenden  Darstellung  der  Werth  von  a  vier- 
mal kleiner  als  dort. 


III.  Abschnitt. 


Kubatur  der  Rotationskörper. 


§  16. 

Berechnung  des  Volumens  eines  Rotationskörpers. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  94—96.) 
Eine  Curve  (Fig.  47)  mit  der  Gleichung 

rotire  um  die  X-Axe,  dann  beschreibt  jeder  Punkt  der  Curve 
einen  Kreis.     Um  das  Volumen  V  des  Körpers  zu  berechnen, 
Fig  47  welcher  bei  der  Rotation  von 

der  Figur  A^APQ  beschrie- 
ben wird,  beachte  man  zu- 
nächst, dass  V  eine  Func- 
tion von  x  ist.  Wenn  näm- 
lich OQ  =  x  um  die  Grösse 
QCJj  =Jx  wächst,  so  wächst 
auch  V  um  den  von  dem 
Viereck  QPPxQt  beschrie- 
benen Rotationskörper  JV. 
Dabei  ist  JV  grösser  als  der 
von  dem  Rechteck  QPRQX 
bei  der  Rotation  beschriebene  Cylinder  y27t .  Jx  und  kleine  als 
der  von  dem  Rechteck  QR^P^  bei  der  Rotation  bescliriebene 
Cylinder  y^n  .Jx;  es  ist  daher 

(2.)  y*n  .  Jx  S  4  V  S  Vi2™  •  **• 

Dies  gilt  nur,   wenn   die   Curve   (wie  in  Figur  47)   vom 
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Punkte  P  bis  zum  Punkte  PA  steigt-,  wenn  sie  dagegen  in  diesem 

Intervalle  fällt,  so  wird 

(3.)  y%  .  Jx  ^  J  V  ;>  y^n  .  Jx. 

Steigt  und  fällt  die  Curve  in  dem  Intervalle  von  P  bis  Px 
abwechselnd  (vergl.  Fig.  3),  so  sei  y4  die  Ordinate  des  höchsten 
Punktes  H  und  y"  die  Ordinate  des  tiefeten  Punktes  T,  dann 
wird 
(4.)  y'*n  .Jx  ^  JV^  y"*n  .  Jx. 

In  dieser  Ungleichung  sind  die  beiden  vorhergehenden  Un- 
gleichungen (2.)  und  (3.)  als  besondere  Fälle  inbegriffen.  Indem 
man  die  Ungleichung  (4.)  durch  Jx  dividirt,  erhält  man 

(5.)  y'^^^^y"2*. 

Da  nun  für  lim  Jx  =  0 

lim  y'  =  lim  y"  =  y 

wird,  so  folgt  hieraus 

dV 
(6.)  -y-=y27r,     oder    dV—y27tdx; 

dies  giebt 

(7.)  V=nfy*dx, 

a 

wobei  die  untere  Grenze  a  die  Abscisse  OAt  des  Curvenpunktes 
A  ist,  denn  für  x  gleich  a  wird  das  Volumen  des  Körpers 
gleich  Null. 

Gewöhnlich  wird  man  auch  für  die  obere  Grenze  einen 
comtanten  Werth  b  einsetzen  müssen,  so  dass  man  erhält 

i 
(8.)  V=  nfy*dx. 


Auch  dieses  Integral  kann  man  als  eine  Summe  von  unend- 
lich vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  ansehen.  Zerlegt  man 
nämlich  die  ebene  Figur  AyABBx  durch  Parallele  zur  F-Axe 
in  n  Streifen,  die  alle  verschwindend  klein  werden,  wenn  n  in's 
Unbegrenzte  wächst   (Fig.  48),   so  darf  man  diese  Streifen  als 
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Fig.  48. 


Eechtecke  betrachten,  denn  die  kleinen  Dreiecke  PRPi,  welche 
dabei  vernachlässigt  werden,  beschreiben  bei  der  Rotation  ring- 
förmige Körper,  deren  Volumina 
unendlich  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung  sind. 

Das  Volumen  des  Cylin- 
ders,  welcher  bei  der  Rotation 
von  dem  Rechteck  QPRQX  be- 
schrieben wird,  ist  aber 

y% .  dx , 
wenn  man  die  Höhe   dx   des 
Cylinders    sogleich   verschwin- 
dend    klein    annimmt.       Die 
Summe  aller  dieser  unendlich  vielen,  unendlich  flachen  Cylinder 
giebt  dann  das  gesuchte  Volumen  des  Rotationskörpers,  nämlich 
in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (8.) 

r=  nfy*dx. 


In   ähnlicher  Weise   findet   man   auch  das  Volumen  eines 
Rotationskörpers,  bei  welchem  die  F-Axe  die  Rotations -Axe  ist; 

nur  muss  man  in  diesem  Falle  x 
und  y  mit  einander  vertauschen, 
so  dass  man 

d 

(9.)  V=nfx*dy 

o 

erhält.    Es  ist  dabei  zu  beachten, 
dass  hier  y  die  Integrations- Ver- 
änderliche ist,  und  dass  man  des- 
halb erst  integriren  kann,  nach- 
dem man  in  Gleichung  (9.)  .r2  als 
Function  von  y  dargestellt  hat, 
während  in  Gleichung  (8.)  x  die  Integrations- Veränderliche  war. 
Um  dies  anzudeuten,  mögen  die  Integrationsgrenzen  a  und 
ä,  da  sie  besondere  Werthe  von  x  sind,  in  Gleichung  (8.)  mit 
xx  und  x2  bezeichnet  werden;  und  ebenso  mögen  in  Gleichung  (9.) 


Fi« 

r.49. 

r 

r 

^^f 

/_ 

£i     'r 

r^c 

ö 
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die  Integrationsgrenzen  c  und  d,  da  sie  besondere  Werthe  von 
y  sind,  mit  yx  und  y2  bezeichnet  werden. 
Man  erhält  daher 

(10.)  T=  nfy*dz, 

wenn  die  X-Axe  die  Rotations- Axe  ist,  und 


=  71  f  OL 


(11.)  T=  TT  /  *%, 

wenn  die  Y-Axe  die  Rotations- Axe  ist. 

Durch  Verlegung  der  Coordinaten-Axen  kann  man  es  immer 
erreichen,  dass  die  X-Axe  oder  die  Y-Axe  mit  der  Rotations- 
Axe  zusammenfällt.  Ist  z.  B.  in 
Figur  50  die  Gerade  CiDi  mit 
der  Gleichung 

x  =  a 
Rotations-Axe,  so  verschiebe  man 
die  Y-Axe  parallel  mit  sich  um 
die  Strecke   OA  gleich  a,  indem 
man 

x  =  x*  +  tf ?    oder    x'  =  .r  —  a 
setzt,  dann  wird 

/»  y* 

x'Uy  =  7ij{x—dfdy. 

Die    Berechnung    des    Volumens    der  Körper   nennt   man 
..Kubatur  der  Körper1'. 


§  17. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  geiader  Kreiskeyel,  dessen  Grundkreis  den 
Halbmesser  a  hat,  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist,  entsteht,  indem 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  OCA  (Fig.  51.)  um  die  X-Axe 
rotirt;  man  soll  das  Volumen  des  Kegels  berechnen. 
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Fig.  61. 


*<£- 


A 


\ 


Auflösung.  In  dem  recht- 
winkligen Dreieck  OCA  ist  die 
Kathete  OC  gleich  A,  und  die 
andere  Kathete  CA  gleich  a, 
folglich  hat  die  Hypotenuse  OA 
die  Gleichung 

/i  \  ax 

(i.)  y  =  T- 

Das  Volumen  des  Kegels 
wird  daher  nach  Formel  Nr.  94 
der  Tabelle 


(2.) 
also 
(3.) 


A  h 

V=  7t  I  y2dx  =  -t^-  /  x2dz, 


a2n  pr3"]  ___  a 


O-nh 


Aufgabe  2. 


Fig.  52. 


ist  daher 

(4.) 
folglich  wird 


Ein  abgestumpfter  gerader  Kreiskegel  habe  die 
Höhe  h  und  sei  begrenzt  durch 
die  beiden  Kreise  mit  den  Halb- 
messern ax  und  a2;  man  soll  das 
Volumen  des  Kegelstumpfes  be- 
rechnen. 

Auflösung.  Der  Kegelstumpf 
entstellt  durch  Rotation  des  Pa- 
ralleltrapezes OAlA2A  um  die 
X-Axe  (Fig.  52),  wobei  OA  gleich 
h  mit  der  X-Axe  und  OAx  gleich 
at  mit  der  F-Axe  zusammenfallt. 
Die  Gleichung  der  Geraden  AAA2 


a.}  —  ax 


§  17.    Uebungs- Auf  gaben. 
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(5.)    V=,fy^  =  nf[^^  + 


2(aa — afax 


V] 


dx 


(q2— ai)2*3   ,   2(ai—al)axx* 


L        8A* 


+ 


2Ä 


+ 


hn 


also 


=  -3-  [(«1  -  «1)2  +  3(fl2  -  «,K  +  3V] , 


A7T 


(6.)    V^—(al^+axa2  +  ch^ 


Aufgabe  3.    Der  Halbmesser  einer  Kugel  sei  a;  man  soll 
das  Volumen  einer  Kugelschicht  berechnen,   welche   oben   und 
unten   von  zwei   Kreisen   mit 
den   Halbmessern   xx    und  x2  ***  ^ 

begrenzt    ist    und    die   Höhe 
h  hat. 

Auflösung.  Die  Kugel- 
schicht entsteht  (Fig.  53)  durch 
Rotation  der  Figur  B1PlP2M%i 
um  die  Y-Axe,  wobei  PtP2 
der  Bogen  eines  Kreises  mit 
der  Gleichung 

(7.)  z*  +  y2  =  a\     oder    #2  =  a*  —  y2 

ist.    Nach  Formel  Nr.  95  der  Tabelle  erhält  man  daher 

(8.)     V  =  7r/*2tfy  =  7r/(a2  -  y*)dy  =  tt  [    y  —  2!j   , 

also 

(9.)     r=^[8a«(yJ-8fI)-(y1»-y1*)] 

= (yi  ~  yi)?r[3(«I-y2a)  +  3(a^-y^)+(ya»-2y1y2H-y1»)]. 
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Uebungs-Aufgaben. 

Nun  ist  aber 

(10.)             y2  —  yx 

=  Ä, 

y?- 

-2y,y2  +  yi2 

=  h\ 

und  nach  Gleichung  (7.) 

a2- 

-yi2 

=  -V, 

«2  —  y22  = 

***, 

folglich  wird 

(11.) 


F=^(3^2  +  3^2  +  Ä2). 


Setzt  man  in  Gleichung  (8.)  yx  gleich  0  und  y2  gleich  a, 
so  geht  die  Kugelschicht  in  die  Halbkugel  über,  so  dass  man 
für  das  Volumen  der  ganzen  Kugel 

(12.)  r=27rU_a"=^ 

erhält. 


Aufgabe  *.    Die  Parabel  OP  mit  der  Gleichung 


(13.; 


»/2  =  K 


2px 


rotire  um  die  X-Axe  (Fig.  54);  man  soll  das  Volumen  des  von 
der  Figur  OQP  beschriebenen  Rotations-Paraboloids  berechnen. 


Fig.  64. 


_kL 


Auflösung.    Nach  Formel  Nr. 
94  der  Tabelle  ist 

X  x 

(14.)    V  =  nfy^dx  =  2p7tfxdx 
x1       x  .  2px  .  n 

a:y27r 


Dies   giebt   den   Satz:    /Ja« 

Volumen  des  Rotations- Paraboloids 

ist    halb    so    gross  wie   der    von    dem    entsprechenden    Rechteck 

OQPR  mit  den   Seiten  x  und  y  bei  der   Rotation   beschriebene 

Cylinder. 

Für  x  gleich  y  wird 


/ 


(15.) 


§  17.    UebiiDgs- Aufgaben. 
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Beschreibt  man  über 
einem  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer x  einen  Cylinder  mit 
der  Höhe  z,  eine  Halbkugel, 
ein  Rotations- Paraboloid  und 
einen  Kegel  mit  der  Höhe  x 
(Fig.  55),  so  sind  die  Volu- 
mina dieser  vier  Körper 
bezw. 

2x*n 


Fig.  66. 


X97T. 


X*7V 


ZZ7t 

3     '       2    '     ~ 
und  verhalten  sich  daher  zu  einander  wie 

6:4:3:2. 


Aufgabe  5.    Eotirt  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

Fig.  66. 


oder 


y 


*-£ 


(a*  —  x*) 


um  die  grosse  Axe  (Fig.  56), 
so  heisst  der  dabei  beschriebene 
Rotationskörper  „längliches  Ro- 
tations-Ellipsoid" ;  man  soll  das 
Volumen  der  Schicht  berechnen, 
welche  bei  der  Rotation  von 
der  Figur  QtPiAQ*  beschrieben  wird. 


Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  94  der  Tabelle  wird  in  diesem 


Falle 


(17.)  V  =  „JyVx  =  b^f(a>-x*)dx  =  ^  \cfix  - 1] 


=  g[3a*0r2-*1)-(V-*i3)] 


_*.2 


*!*), 
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(17.).  F=2<ffcZ£L>[S£  (a>-X2>)  +  ™  («>-*,» 

oder,  wenn  man  die  Höhe  x2  —  xx  der  Schicht  wieder  mit  h  be- 
zeichnet und  Gleichung  (16.)  beachtet, 

(18.)  F=£(8„1«+8*»  +  ^ 

Für  y,  gleich  0,  y2  gleich  0,  h  gleich  2a  erhält  man  das 
Volumen  des  ganzen  Rotations-Ellipsoids,  nämlich 

(19.)  ~      4a*% 


F  = 


3 


Aufgabe  6.    Rotirt  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 


(20.) 
oder 


-  +  —  =  1 


*,  =  ii(*,-yt) 


>4  um  die  kleine  Axe,  so  heisst  der 
dabei  beschriebene Eotationsfcörper 
„Sphäroid"  (Fig.  57);  man  soll 
das  Volumen  der  Schicht  berech- 
nen, welche  bei  der  Rotation 
durch  die  Figur  RxPxP2Ri  beschrieben  wird. 

Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  findet  man  hier 

(21.)       r-£yk_*)*-£[.y-£f 


wobei  die  Höhe  y2  —  yi  mit  h  bezeichnet  ist. 

Für  xx  gleich  0,  x%  gleich  0,  h  gleich  24  erhält  man  das 
Volumen  des  ganzen  Sphäroids,  nämlich 

(22.)  F=  *^f. 
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Aufgabe  7.    Rotirt  eine  Hyperbel  mit  der  Gleichung 

(23°     ^-^=i' oder  y2=5-(*2-«2) 

um  die  X-Axe,  so  entsteht  das  „zweischalige  Rotations- Hyperbo- 
loid" (Fig.  58);  man  soll  das  Volumen  einer  Schicht  dieses 
Körpers  berechnen. 

Fig.  58. 


\Ai 


Auflösung.    Hier  ist 


(24.)   F=  niyHx  =  ^  f(x*  —  a*)dz  =  ^\j  —  «**] 


b*7t 


oder,  wenn  man  #2  —  zy  mit  A  bezeichnet  und  Gleichung  (23.) 
berücksichtigt, 

(25.)  r=£(jfc«  +  W-^ 

Für 

*i=«>yi  =  o;   ^2  =  ^y2  =  y;   *  =  «  — « 

erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  der  bei  der  Rotation  von 
der  Figur  AAQP  beschrieben  wird,  nämlich 
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(26.)  r  =  ^[%.-^]  =  fc^+2.). 


Fig.  60. 


(28 


Aufgabe  8.    Rotirt  eine  Hyperbel  mit  der  Gleichung 

<27->     S-S-1» 

*p  oder 

(27  a.)    ^=g(y2  +  Ä2) 

um  die  F-Axe,  so  entsteht  das 
„einschalige  Rotations  -  Hyperbo- 
loid" (Fig.  59);  man  soll  das 
Volumen  einer  Schicht  dieses 
Körpers  berechnen. 

Auflösung.    Hier  ist 

,)   V  =  njxUy  =  ^j\f-  +  *»)  dy  =  ^  [£  +  % j 


yi 


y\ 


3Ä2 


(y22  +  vm  +  yi2  +  34*), 


oder 

(29.)  F  =  fc^>  [*£  te.  +  *)  +  ^  fo«  +  *«) 

-$<*-*)■]• 

Bezeichnet  man  die  Höhe  y2  —  y\  der  Schicht  wieder  mit 
A,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (27  a.) 

(ao:,  r=£(ar,* +  *>»-*£). 

Für 

*i  =  «i  yi  =  o;   «2  =  *,  y2  =  y,  h  =  y 
erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  der  bei  der  Rotation  der 
Figur  OAPR  um  die  F-Axe  beschrieben  wird,  nämlich 

(81.)        F-Jf(^+te»-^f)-^+^ 


§  17.    Uebungs-Auigaben. 
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Aufgabe  9.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Kettenlinie  um  die  X-Axe  entsteht 
(Fig.  60). 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  Kettenlinie  ist 


=  Ü-G"  +  •   0, 


(32.)    y-2 
oder 

folglich  wird 

(33.)   V=nfyUx 
*i 

=  — /  K.e«+2  +  e    °)dx 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  xx  und  x2  beide  positiv  sind, 
erhält  man 

(34.)    F=f  [iQ  +  e-^.^-e-^O+arf 

=  ^  [y>V— «2  +  «*]* 


Wird  dagegen  art  negativ,  wie  es  in  Figur  60  der  Fall  ist, 
so  wird 


an , 


(34a.)   F=^^l^=^+yiy5^r^+tf(^_^)]. 
Für  :r,  =  0,  yt  =  ö;  3*2  =  *>  Vi  =  y  erhält  man 


07IT 


(35.) 

Stegemann-Kiepert,  Integral-Rechnung. 


F  =  ^(yl^T^  +  «F). 
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(36.; 


Aufgabe  10.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Cykloide  um  die  X-Axe  entsteht 
(Fig.  61). 

Auflösung.    Die  Glei- 
chungen der  Cykloide  sind 
=  a(t  —  sin*), 
a(l  —  cos*); 
d.  h.  x  und  y  sind  beide 
als  Functionen  einer  drit- 
ten Veränderlichen  *  dar- 
gestellt; deshalb  wird  es 
zweckmässig  sein,   *  als 
Integration  -  Veränder- 
liche einzuführen. 
Dies  giebt 
(37.)  ^         <fe  =  a(l  — C0S*)tf*, 

also,  wenn  der  Körper  durch  Rotation  der  Figur  OQP  entsteht, 

X  t 

(38.)  V  =  nfy*dx  =  a37r/(l  —  cos  t)*dt 

6  o 

t 

=  a%/(l  —  3COS*  +  3  COS2*  —  COS3*)eft, 
o 

folglich  wird  nach   den  Formeln   Nr.  10,  13,  62  und  36  der 
Tabelle 

(39.)    V  =  a*n  (f  —  3sin*  +  |  sin*cos*  +  f  *—  sin*  +  |  sin3*) 

=  a%n  \\  t  +  sin*(—  4  -f  f  cos*  +  £sin2*)]. 

Für  *  =  2ti  erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
durch  Rotation  der  ganzen  Cykloide  OPHA  entsteht,  nämlich 

(40.)  V=  5o%2. 

Aufgabe  11.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Astroide  um  die  X-Axe  entsteht 
(Fig.  62;. 


§  17.    Uebungs-Aufgaben. 
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Fig.  02. 


Auflösung.    Die  Gleichungen 
der  Astroide  sind 

(41.)  x  =  acos3*,     y  =  asin3*, 

folglich  ist,  wenn  man  wieder  t 
zur  Integration  -  Veränderlichen 
macht  und  zunächst  den  Körper 
berechnet,  welcher  durch  Rotation 
der  Figur  OQPB  entsteht, 

(42.)  dx  =  —  3acos2*sin*<#, 


<43.)  V  =  nfyUx  =  —  3a3/r /sin^COS^sin  t  dt 

0  £ 

t 

=  3a3^/(i  _  cosV)3cos2* .  rf(cos*). 

71 

2 

Setzt  man  also 

cos*  =  z, 

so  whd,  wenn  man  beachtet,  dass  cos^-  gleich  0  ist, 

z 

<«.)  V  =  3a%/(z*  —  3r «  +  3«»  —  z*)dz 

0 

0  ,    /**       3z*   .   3*7       *«\ 


=  ^  (105COS3/—  189cos5*  +  135  cos7*— 35  cos9/). 


Für  t  gleich  0  erhält  man  das  Volumen  des  Körpers, 
welcher  bei  der  Rotation  von  dem  Quadranten  AOB  beschrieben 
wird,  folglich  ist  das  Volumen  des  ganzen  Rotationskörpers 

<45->     v - w<105  - 18°  + 135  - 35>  =  w- 

Aufgabe  12.    Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 

welcher  durch   Rotation  der  Cissoide  um  die  X-Axe  entsteht 

<Fi?.  63). 

9* 
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Fig.  63. 


§  17.    Uebungs-Aufgaben, 

Auflösung.    Die  Gleichungen  der  Cts- 
soide  sind 

.  ft  2asin3a> 

(46.)    *  =  2annV,    1  =  1^' 

folglich  wird 

(47 .)         dx  ==  4asin  y  cos  y  rfy , 

// sin7<p  dw 

ü  0 

Setzt  man  also 

(49.)    cos  <p  =  t,    sin2y  =  1  —  *2 , 
shi(pd<p  =  —  cft, 

so  wird 

t  =  1    für    y  =  0. 


und  man  erhält 


(50.)   F=  —  lßa*TrjK ^— 

1 
t 

=  —  16a%  f(j—M  +  3'3  —  *5)* 

1 


4a3;r 

3 
4a:37r 
~3~ 


(—  121*  +  16  fi  —  9*4  +  2*6  —  11) 

[—61(0)  — 2(1—  <*)»  — 8(1— **)*  —  6  (!  —  <»)]. 


Nun  ist 


(51.)    0  =  costy  =  l  —  sm2(jp=  —fiT'  l       Ya 

folglich  wird 

(52.)        V  =  £  [24a31  (J^)-  x*  -  Sax*  -  12a2*]. 


§  17.    Uebungs- Aufgaben. 
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Fig.  64. 


Aufgabe  13.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
der  durch  Rotation  der  Cissoide  um  die  Asymptote  mit  der 
Gleichung  x  =  2a  entsteht  (Fig.  64). 

Auflösung.  Zunächst  möge  das 
Volumen  des  Körpers  berechnet 
werden,  welcher  bei  der  Rotation 
von  der  Figur  OASP  beschrieben 
wird.  Nach  Formel  Nr.  96  der 
Tabelle  findet  man  in  diesem 
Falle 


(53.)    V 


=  *A*- 


2a)Uy. 


Dabei    folgt    aus   den  Glei- 
chungen (46.) 


(54.) 


x  —  2a  =  —  2acos2</> , 
,  2a 

V  =  cosV (3cos2y  +  sin^)  sin2y  dV> 


(55.)        V  —  8a% /  sin2r/  cosfy  (3  cos ty  +  sin V)  dtp. 

Nun  ist 
,5ßx     l       4sin2y  costy  =  sin2(2r/>), 

I  3cos2y  +  sin2y  =  1  +  2cos2y  =  2  +  cos(2y), 
so  dass  man  erhält 

(57.)  V  =  cflnf  sin2  (2y)  [2  +  cos(2^  d(2<p). 

(0) 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  63  und  34  der  Tabelle 
(58.)       r=  a*n  [—  sin(2y)cos(2y)  +  2y  +  |  sin*(2y)]. 

Wenn  y  bis  —  wächst,  so  wird  y  unendlich  gross.  Gleich- 
zeitig erstreckt  sich  auch  der  Rotationskörper  bis  in's  Unend- 
liche; trotzdem  bleibt  aber  sein  Volumen  endlich,  denn  man  erhält 
(59.)  lim  V=a*n\ 

n 

»-7 
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Aufgabe  14.    Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Ellipse 


-ZT 

(61.) 
also 
(62.) 


p*         um    die    X-Axe    entsteht 
\       (*%.  65). 

B  Auflösung.     Man   kann 

das  gesuchte  Volumen  V  als 
die  Differenz  zweier  Volu- 
mina V*  und  V"  betrachtenr 
von  denen  V  bei  der  Rota- 
tion von  der  Figur  QA  Px  'P2'  Q* 
und  V"  von  der  Figur 
^  ^  ^  ^  x  Q1P1"P2"Q2  besclirieben 
wird.    Dabei  ist 


P2 


V  =  nfy'Hx,      V"  =  n/y'^dx, 
r=  K'—  F"  =  nf^  —  y"%)dx. 


Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist 


y.2  ==  CJ  +  *±Ly&=Z  +  11(0»  —  *»), 

y»  i  =  c»  _  ?*£  )/^=7»  + 11  (a»  -  **), 
»  a  o 


folglich  wird 

(63.) 

(64.) 


y'J-y''»^)/«*-*», 


a 


v^^fdxy-T— 


Will  man  das  Volumen  des  Körpers  berechnen,   welcher 
durch  Rotation  der  ganzen  Ellipse  entsteht,  so  hat  man 
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xx  =  —  a,       x2  =  +  a 
zu  setzen  und  erhält  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

—  o 

= —  arc  sin  (+  1)  — —  arc  sin  (—  1) 

=  2abc7i2. 


Fig.  66. 


IV.  Abschnitt. 
Rectiflcation  der  Curven. 

§18. 

Rectiflcation  von  Curven,  deren  Gleichung  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinaten-System  bezogen  ist. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  97.) 
Ist 

(i.)  y=/(*) 

die  Gleichung  einer  Curve,   so  wird  der  Bogen  AP  gleich  s 

ebenfalls  eine  Function  von  z. 
Wächst  nämlich  x  um  die  Grösse 
QQX  gleich  Jx,  so  wächst  auch 
der  Bogen  s  um  die  Grösse  PPV 
gleich  J$.  Betrachtet  man  zu- 
nächst  Js  als  die  Sehne  PPU 
so  ist  Ja  die  Hypotenuse  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  PEPU  so 
dass  man  erhält 

(2.)       PPS  =  PÄ*  +  jgp^     oder    jsi  =  jx*  +  Jy2} 

(2a.)  Js  =  yjz*  +  Jy\ 

Lässt  man  die  beiden  Punkte  P  und  Px  einander  unend- 
lich nahe  rücken,  so  gehen  Jx,  Jy,  Js  bezw.  in  die  Differentiale 
dx,  dy,  ds  über,  und  der  unendlich  kleine  Bogen  PPX  fällt  mit 
der  unendlich  kleinen  Sehne  PPA  gleich  ds  zusammen.  Deshalb 
erhält  man  für  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  ds  des  Bogens 
*  aus  Gleichung  (2  a.) 
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(3.)  ds  =  y~dz* + ^  =  dx  y  i  +  @)  • 

Daraus  folgt  durch  Integration  für  den  Bogen  AP  selbst 

a 

Man  wird  hierbei  die  Integrationsgrenzen  zweckmässiger 
Weise  mit  xx  und  x2  bezeichnen,  um  anzudeuten,  dass  x  die 
Integration  -  Veränderliche  ist.  Dadurch  geht  Gleichung  (4.) 
über  in 

Man  kann  nämlich  auch  y  zur  Integrations- Veränderlichen 
machen,  denn  aus  Gleichung  (3.)  folgt 


(5.)  <fc  =  <*yj/l+(!)2, 

also 

(6.,         «=/*y770. 

Vi 

Sind  x  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen 
t  gegeben,  so  wird  man  in  den  meisten  Fällen  mit  gutem  Er- 
folge t  zur  Integrations- Veränderlichen  machen  und  schreiben 


In  dieser  Formel  sind  die  Gleichungen  (4  a.)  und  (6.)  als 
besondere  Fälle  enthalten,  welche  sich  ergeben,  wenn  man 

t  =  x    bezw.    t  =  y 
setzt. 

Auch  hier  kann  man  das  bestimmte  Integral  als  eine  Summe 
von  unendlich  vielen,    unendlich   kleinen   Grössen  betrachten. 
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Fig.  67. 


Zerlegt    man    nämlich    den   Abschnitt   Q^  anf  der  X-Axe 

(Fig.  67)  in  n  (gleiche  oder  ungleiche)  Theile  imd  legt  durch 

die  Schnittpunkte  Parallele  zur 
F-Axe,  so  wird  auch  der  Bogen 
p\  p2  gleich  8  in  n  Theile  zerlegt. 
Indem  man  die  auf  einander  fol- 
genden Schnittpunkte  des  Bogens 
durch  gerade  Linien  mit  einander 
verbindet,  erhält  man  zwischen 
Pj  und  P2  öin  Polygon  von 
n  Seiten.  Wird  nun  n  unendlich 
gross,  und  werden  die  einzelnen 

Seiten  des  Polygons  unendlich  klein,  so  fallen  sie  mit  den  Bögen, 

deren  Sehnen  ds  sie  sind,  zusammen. 

Der  ganze  Bogen  PAP2  oder  s  wird  daher  die  Summe  von 

diesen  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Sehnen  ds,  so  dass 

man  wieder  erhält 

*i       

8  =fds  =fVdz*  +  dy*  =fdx  y  1  +  (02. 


§  19. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  OP  der  Pa- 
rabel mit  der  Gleichung 

y1  =  2px 


(1.) 

berechnen  (Fig.  68). 

Fig.  68. 


(2.)  ydy  =  pdz,  oder  ^  =  £• 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.) 
folgt 

dx 

dy      p 

Man  wird  hier  nämlich  y  zur 

Integrations  -Veränderlichen  machen, 

dx 
JT  weil  sich  x  und  -j-  rational  durch  y 
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darstellen  lassen.     Dadurch   erhält  man  nach   Formel  Nr.  97 
der  Tabelle 

<»■>     • -f'i1  +($)'  -  >/* v?qr?' 

und  dies  glebt  nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle 

(4.)        »  =  i[|yFiT2  +  ^Hy+V^+y5)], 
.ftfTOi+il(i±lZIZ). 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Länge  des  Bogens   P,P2  der 
JEtftp«*  mit  der  Gleichung 
(5.)  bW  +  a  V  =  a'4* 

berechnen  (Fig.  69). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (5.)  folgt 


(6.)     y  =  ^V^^, 


aj/a2— x2 


wobei 


g4  _  eizi 


*2-a2_J2 


ist.    Daraus  ergiebt  sich 

y**      •• 

dzya*—eW_i    I        (a*—eW)dx 
^       yjn^  a  J  Y(a*—z*)(a*—eW)' 

Dieses  Integral  wird  ein  „elliptisches  Integral  zweiter  Gattung" 
genannt  und  kann  erst  an  einer  späteren  Stelle  ermittelt  werden, 
da  es  sich  weder  durch  algebraische  Functionen  noch  durch  die 
bisher  bekannten  transcendenten  Functionen  ausdrücken  lässt. 
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Man  erkeimt  daher  aus  dieser  Aufgabe,  wie  die  Anwendungen 
der  Integral  -  Rechnung  auf  neue  transcendente  Functionen 
fuhren. 

Aufgabe   3.     Man 

soll  die  Länge  des 
Bogens  der  Hyperbel 
mit  der  Gleichung 

(9.)iV-«y  =  a242 
berechnen  (Fig.  70). 

Auflosung.  Man  fin- 
det hier  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Aufgabe 


(10.) 


1    f       (a4 — e2x 

~~  « J  l/(a2— z2)(a* 


—  e2x2)dx 


nur  ist  bei  der  Hyperbel  e1  gleich  a2  +  62. 

Aufgabe  4.     Man  soll   die  Länge  des  Bogens    PXP^   der 
KettenUnie  mit  der  Gleichung 

(11.)    y  =  |(e7  +  e"),  oder 
berechnen  (Fig.  71). 


j/^z^     "(*«_*  •) 


Auflosung.  Aus  den  Gleichungen 
(11.)  folgt 

(12.)  ^=i(^-r^), 

=  l  +  \\e«  —  2+e    «) 

=  t(«"+2  +  r«), 
oder 
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(i4.)  •  =  \ 7  G « + r  ^) rfr  =  [|G • — •"  •  )|  =  [Vy511^5^ 

=  Vy22-«2-Vyi2-«2. 
Für  xx  gleich  0,  *2  gleich  x  wird  der  Bogen 
(15.)  AP  =  Yy*—  al 

und  kann  sehr  leicht  construirt  werden.  Beschreibt  man  näm- 
lich um  A  (Fig.  72)  mit  dem  Halbmesser  y  einen  Kreisbogen, 
welcher  die  X-Axe  im  Punkte  B 
trifft,  und  vervollständigt  das 
Rechteck  OACB,  so  ist  \ 


(16.)  AC  =  Vy2  —  al  =  -4P. 

In  ähnlicher  Weise  könnte 
man  die  Bögen  APX  und  AP2  als 
gerade  Linien  ACX  und  AC2  dar- 
stellen, deren  Differenz 
(17.)  AC2  —  AC\  =  C}C2  =  J^>2 
sein  würde. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  OP  bei  der 
Cykloide  mit  den  Gleichungen 

(18.)  *■  =  «(*  — sin*)f    y  =  a(1  —  cos0 

berechnen  (Fig.  73). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (18.)  folgt 
(19.)  dx  =  a(l  —  cos*)tf/,     rfy  =  asintfefr, 

Fig   73. 
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(20.)     oV  =  oV2  +  rfy1  =  a2(l  —  2  cos  t  +  COS2*  +  sin2*)*2 
=  2a2(l  —  cos*)*2  =  4a2sin2(|W, 

(21.)      A  =  2asin(-)  dt  =  4a  sin  (J£\  d(-\ 
folglich  ist 

(22.)        .  =  4«/sin(|)rf(f)  =  4«[-cos(|)] 

(ü)  ° 

=  4a  [l  -  cos(|)]  =  8asin2  (£)• 

Wird  der  Wälzungswinkel   *  gleich  2tt,  so  rollt  der  die 
Curve  erzeugende  Kreis  einmal  ab.     Dadurch  erhält  man  für 
den  Bogen  der  ganzen  Cykloide 
(23.)  s  =  8a, 

ein  Resultat,  das  schon  bei  der  Krümmung  der  Curven  (D.-R., 
Seite  405)  ermittelt  wurde. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  BP  bei  der 
Astroide  mit  den  Gleichungen 
(24.)  a:  =  acos3*,     y  =  asin3* 

berechnen  (Fig.  74). 

Auflösung.     Aus    den    Glei- 
chungen (24.)  folgt 

{dz  =  —  3acos2*sin*oV, 
dy  =  +  3asin2*cos*a7, 
(26.)  aV  =  dz*  +  dy* 

=  9a2sin2*cos2*(cos2* 

+  sin2*)  dt, 
=  9a2  sin2*  cos2**2, 
also 
(27.)  ds  =  ±  Sa  sin  *  cos  t  dt. 

Hierbei  ist  das  untere  Zeichen  zu  nehmen,  weil  s  zunimmt, 
wenn  *  abnimmt.    Dies  giebt 


Fig     74. 


(28.) 
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t 
=  —  Salsint  wstdt  =  — y  [sin2*]' 
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=  —  (1  —  sin2*)  =  —  cos2/. 

Für  *  gleich  0  wird  *  dem  Quadranten  BA  der  Astroide 
gleich,  nämlich 


2 


Fig.  76. 


Aufgabe  7.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  der  ITm*- 
evolvente  mit  den  Gleichungen 

(30)    f  *  =  *(<***  + iflbii)' 
\y  =  a(sintf — *cos*) 

berechnen  (Fig.  75). 

Auflösung.     Aus    den    Glei- 
chungen (30.)  folgt 
,     x      /    öte==  atcostdt, 
(6l->      \  dy  =  atsmtdt, 
(32.)  <fe2  =  <fo2  +  </y2 

=  a2*2(cos2*  +  sin20<#2 
==  aWdfi, 

(33.)  rf*  =  atdt, 


(34.) 


—/«-f 


Aufgabe  8.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  den 
Epicykloiden  mit  den  Gleichungen 

(35.)    x  =  a  [m  cos  t  —  cos  (mt)] ,     y  =  a  [m  sin  t  —  sin  {mt)] 
berechnen  (Fig.  76). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (35.)  folgt 
(36.)  dx  -=ma[ —  sin*  +  sin(mtf)]eft,   dy  =  ma[cost  —  cos(mt)]dt; 
dies  giebt,  wenn  man  wieder  m  —  1  mit  n  bezeichnet. 
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(37.) 

(38.) 
(39.) 
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ds*  _  dx>  +  dtp-  =  2mV«J[l  —  cos(n<)]eft* 
=  4mJa2gin*(y)cft»l 

*  =  2maSm(f )</*=  ^°  sin(|)rf(f), 

4ma  f .    /wtf\  7/»*\       4ma  f~  /»<M 

* = —  y  KtWi) = -jt  l-cos(t)| 

(0)  ü 

4wa  [\  /^\1        8wa    •  o/wA 

=  — [l-cos(Y)J  =  — sin^T) 

Fi«- 76-  Wird  der  Wälzungswinkel 

nt  des  rollenden  Kreises  gleich 
27r,  so  erhält  man  für  den  voll- 
ständigen Bogen  ACE  (Fig.  76) 

(40.)  .  =  *=5  =  8("  +  1)". 

Ist  »  eine  ganze  Zahl,  so 
schliesst  sich  die  Curve;  ihr 
Umfang  TT  besteht  aus  n  sol- 
chen Bögen,  so  dass  man  er- 
hält 

(41.)      U=  8(»  +  1)«. 
Auch  dieses  Besultat  ergab  sich  bereits  bei  der  Krümmung 
der  Curven  (D.-R.,  Seite  408). 

Für  den  Fall  n  =  6,  welcher  durch  die  Figur  dargestellt 
ist,  erhält  man  also 
(42.)  U=  56«. 

In  dem  Falle,  wo  n  =  1  ist,  wird  die  Curve  eine  Cardioide, 
deren  Umfang  also 
(43.)  U=  16  a 

ist. 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  den 
Hypocykloiden  mit  den  Gleichungen 
(44.)    x  =  «[mcostf  +  cos(m/)],    y  =  «[msin*  —  sin(tfrt)] 
berechnen  (Fig.  77). 
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Fig.  77. 


Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (44.)  folgt 
(45.)  dx  =  ma[—  sin*  —  sin(ml)]<#,  dy  =  ma[cost— cos  (mt)]dt; 
dies  giebt,  wenn  man  (in  Ueber- 
einstimmung    mit    der   früher 
gebrauchten  Bezeichnung)  m+1 
gleich  n  setzt, 
(46.)  <fc2  =  dx*  +  dy* 

=  2mW[l—cos(nt)]dP 

=  ±mWsm*(^\dfi, 
(47.)  ds  =  2masin(^-Wtf 


Wird  der  Wälzungswinkel  h*  des  rollenden  Kreises  gleich 
2/r,  so  erhält  man  fiir  den  vollständigen  Bogen  ABB  (Fig.  77) 

(49.)  8  =  —  =  8(n~  *)* . 

n  n 

Ist   n  eine   ganze  Zahl,   so   schliesst  sich  die  Curve;  ihr 
Umfang  TJ  besteht  dann  aus  n  solchen  Bögen',  so  dass  man 
erhält 
(50.)  CT=8(n— 1)ö. 

Für  den  in  Figur  77  gewählten  Fall,  in  welchem  n  gleich 
3  ist,  erhält  man  z.  B. 
(51.)  Z7=  16a. 

Bei  der  Astroide  hat  man  »  gleich  4  zu  setzen  und  erhält 
(52.)  U—  24t  a. 

Stegemann -Kiepert»  Integral-Rechnung.  10 
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Aufgabe  10.    Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  Neil/sehen 
Parabel  berechnen  (Fig.  78). 

Fi*,7a  Auflösung.    Die  Evolute   der 

Parabel 


(53.) 


y2  = 


2px 


ist    bekanntlich    (vergl.    D.  -  ß., 
Seite  399) 

(54.)  *X*,y)  = 

21  py*—  8(z—p)*=0, 
eine  Cnrve,  welche  man  auch  die 
„Netfsche  Parabel"  nennt.  Zur 
Berechnung  der  Bogenlänge  bei 
dieser  Curve  bilde  man  zunächst 


(55.) 

folglich  wird 
(56.) 


Ft=  —  2i(z  —  py,     ^2  =  54^, 

dy  Fx  ^       ±(z—p)* 

dx  F2       "r       dpy 


also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (54.) 

(67°  W  ""      +      81/iy     ~  *  +        8/1        ""      3p     ' 
(57  a.)     *        £  +  *. 

v      ;   dx       ySp 

Setzt  man  daher 


(58.)         Yp  +  2x  =  tf,     also    p  +  2jt  =  fl,     dx  =  *<fc, 
so  erhält  man 

X  IX) 

(59.)  *  =  -L fdxYf+2i  =  -^=  /"a»  =  i=[<sf  !> 


oder 
(60.) 


s  =  -^  [(2*+/>)  V27Tp  —  8p  V% 


1 
8^8? ' 
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Fig.  79. 


§  20. 

Rectification  von  Curven,  deren  Gleichung  auf  Polar- 
coordinaten bezogen  ist. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  98.) 
Bei  Anwendung  von   Polarcoordinaten  sei  die  Gleichung 
einer  Curve  AP  (Fig.  79) 
(1.)  r  =  F{9), 

dann  ist  auch  die  Länge  s  des  Bogens  AP  eine  Function  von 
y,  denn  der  Bogen  wächst  gleichzeitig  mit  dem  Winkel  g>. 
Nimmt  man  sogleich  an,  dass  der 
Zuwachs  POPx  von  <p  unendlich 
klein  ist,  und  bezeichnet  denselben 
dem  entsprechend  mit  d<p,  so  wird 
auch  der  Zuwachs  PPX  oder  ds 
des  Bogens  unendlich  klein.  Be- 
schreibt man  daher  um  0  mit 
dem  Halbmesser  OP  gleich  r 
einen  Kreisbogen  PQ,  so  kann 
man  das  rechtwinklige  Dreieck 
PQPX  als  ein  geradliniges  Dreieck 
betrachten  und  findet  nach  dem 
Pythagoräischen  Lehrsatze,  wie  auch  schon  früher  gezeigt  wurde, 

PPX2  =  QI\2  +  PQ2, 
oder  (vergl.  D.-R,  Formel  Nr.  108  der  Tabelle) 
(2.)  ds*  =  dr*  +  r*dy*. 

Dies  giebt  

(3.)  ds  =  Ydr*+r*dy*  =  ^(j^j  +  r\ 

also,  wenn  man  die  Grenzen  sogleich  mit  <px  und  y2  bezeichnet, 


(4.) 


Vi 


+  r2. 


Man  kann  natürlich  statt  y  auch  andere  Integrations- Ver- 
änderliche einfühlen.  Sind  z.  B.  r  und  y>  beide  Functionen  von 
t,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

10* 
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*-*yi+^$)'. 


(5.)  ds  =  Vdr*  +  r*dg>*  =  dt^(^J  +  r^J, 

und  für  t  gleich  r 

(6.) 

dies  giebt 

§  21. 

Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  Archi- 
medischen Spirale  mit  der  Gleichung 
(1.)  r  =  atp 

berechnen  (Fig.  80). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

(2.)     dr  =  ad<f, 

ds2  =  dr2  +  r2d<f2 
=  «2(1  +  y  W, 
folglich  wird 
■X     (3.)       ds=ad<f  ]/l  +  y'2, 


Fig.  80. 


(4.)         *  =  a/<ty]/l  +  ?>2. 


vi 


Dies  giebt  nach  Formel  Niv 
82  der  Tabelle 


r      .  -^ 

(5.)       ,  =  J|]^r+^+ii(y+yi  +  ^)J , 

Vi 


oder 


(5a.)    ,  =  | UVT+j? - yiT/I+^+ 1  (*»+%  +  yQl 
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Aufgabe  2.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  hyper- 
bolischen Spirale  mit  der  Gleichung 
(6.)  r<p  =  a  Fi* 8l- 

berechnen  (Fig.  81). 

Auflösung.   Aus  Gleichung  (6.) 
folgt 
(7.)         rfr  = — a<p-2d(p, 

(8.)        <fe2  =  dr*  +  r2<V 

=  a\<p-*  +  <p-*)dip\ 

(9.)         d*=^VTT^2.d<p, 

Dies  giebt  nach  den  Formeln  Nr.  85  und  22  der  Tabelle 
(11.)  ,  =  a  [-H±2  +  1(,  +  ]^"+^)f 

=  [_  yw+7>  +  .i(«  +  yf^jf, 
also  ri 

(12.)   i  =  VtfTrT*  _  y&+7f  +  fllfi(«  +  V g+g)\ 

W«  +  VWr,*)/ 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  %a- 
rühmüchen  Spirale  mit  der  Gleichung 
(13.)  r  =  ea(P  Fig.  82 

berechnen  (Fig.  82).  -Ä 

Auflösung.     Aus    Gleichung    (13.) 
folgt 

(14.)       dr  =  e«v  .  arfr/>  =  arrfr/, 
oder 

(14a.)  <fy  =  *l, 

x       ar 
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(15.)  ds*  =  rfr2  +  r*d<p  =  dr*(\  +  ^\ 

(16.)  <fc  =  rfrl/i  +  J_  =  ±  YJT+T; 

dies  giebt 

d7.)         ._!*£/*.  _a=ay*+r. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  der 
Parabel  mit  der  Gleichung 


(18.) 


=  a     a  cos 


(-D 


i>     oder     r  = 


cos2 


(I) 


berechnen  (Fig.  83). 


(19.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (18.)  folgt 
as\n(^\dg> 


dr  = 


cos'(f) 

(20.)  ds*  =dr*  +  ridtfi  =    ^, 

cos«(|) 


(21.) 


rfs  = 


coss 


(D 


(22.) 


also,  wenn  man  y  =  2*  setzt  und  die  For- 
meln Kr.  68  und  33  der  Tabelle  beachtet, 

cos3* 


— [£*+i'-»(t-öJ 


oder 

(23.) 


s  = 
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«sin(|) 
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COS2 


(I) 


+ 


"K=i*)J 


Aufgabe  5.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  der 
Cardioide  mit  der  Gleichung 


ra  =  aacos 


(i> 


Fig.  €4. 


(24.) 

oder 

(24  a.)  r=  acos2(|) 

berechnen  (Fig.  84). 

Auflosung.    Ans  Gleichung 
(24a.)  folgt 

(25.)  dr =-acos(|)sin(|^, 
(26.)  cfo2  =  tfr2  +  r2rfy2 

=  a2cos2  (f  )[sin2(|)  +  cos2  (|)J  rfy2  =  a2cos2(f )<ty2, 

(27.)  ds  =  acos(!)<fy  =  2acos(|)  rf(|\ 

(28.)  •  =  2a  J  cos (f )  <*(f )  =  2flsin(f) 

o 
Für  (p  gleich  tt  erhält  man  die  Länge  des  Bogens  APO} 
nämlich 

(29.)  s  s=z  2ö, 

d.  h.   der  Bogen  APO  ist  dem  Durchmesser  des  der  Cardioide 
umschriebenen  Kreises  gleich. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  OP  bei  der 
Cissoide  mit  der  Gleichung 

,™  \  2asin2y 

(30.)  r  = - 

K     }  cosy 

berechnen  (Fig.  85). 
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Auflosung.    Aus  Gleichung  (30.)  folgt 
(81.) 


(32.) 


(36.) 


__  2asiny(l  +  cos2y)</y 
~~  cos2y 


y  costy 

also 


Fig.  86. 


(33)  rftr  -  2flSinyrfy]/l  +  3cos2y 
cos2y 
Setzt  man 
(34.)  "j/3~.  cosy>=*, 

also 

—  V^sinyrfy  =  <fy 
so  wird 

(V) 


*  =  —  2a}/3 


dtyT+t* 


(9)  (V) 

=  -2aVs(f       *+f*\ 

folglich  erhält  man  mit  Eücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  85  und 
22  der  Tabelle 

_  yi±f  + 1(<  +  j/j-j-p  i  ^ 

J(0| 

oder 

(38.)  *=  2a[Vl+83C08'y-  2  -  1/3-.l(^C0Sy+1/1_+3C082y)] 


V.  Abschnitt. 
Complauation  der  Rotationsflächen. 

§22. 

Berechnung  des  Flächenelementes  bei  einer  Rotationsfläche. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle   Nr.  99  und   100) 

Rotirt  eine  Curve  mit  der  Gleichung 
(i.)  y=/(*) 

um  die  X-Axe,  so  beschreibt  der  Bogen  AP  (Fig.  86)  eine 
Eotationsfläche,  deren  Oberfläche  0  eine  Function  von  x  ist. 
Wächst    nämlich    x    um    die 


0  eine  Function  von  x 

Fig.  86. 


Grösse  QC^  gleich  Jx,  so 
wächst  auch  die  Oberfläche  um 
denjenigen  Theil  JO  der  Ro- 
tationsfläche, welcher  bei  der 
Rotation  von  dem  Bogen  PP^ 
beschrieben  wird. 

Zur  Berechnung  von  JO 
betrachte  man    zunächst    den 
Mantel      des     Kegelstumpfes, 
welcher  bei  der  Rotation  von 
der    Sehne    PPX    gleich    4s   beschrieben  wird.     Der  Mantel 
dieses  Kegelstumpfes  ist  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Stereo- 
metrie 
(2.)  J/=tt(QP+  QtPJ.PPi 
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Rückt  nun  der  Punkt  Px   dem  Punkte  P  unendlich  nahe, 
so  fällt  der  Bogen  PPX  mit  der  Sehne  PP{  zusammen;  dabei 
geht  Js  über  in  ds  und  limy!  wird  gleich  y;   folglich  findet 
man  für  das  Oberßächenelement  dO  aus  Gleichung  (2.) 
(3.)  dO  =  2nyds. 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Integration 

(4.)  0  =  2irfyds, 

wobei  die  Grenzen  mit  xx  und  x2  bezeichnet  sind,  weil  man  x 
als  die  Integrations- Veränderliche  betrachtet. 

Auch  hier  kann  man  das  bestimmte  Integral  als  eine  Summe 
von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  betrachten, 
und  zwar  sind  die  einzelnen  Summanden  Mäntel  von  Kegel- 
stumpfen mit  der  Seitenkante  ds,  begrenzt  von  zwei  Kreisen 
mit  den  Halbmessern  y  und  y  +  dy. 

Rotirt  die  Curve  um  die  F-Axe,  so  erhält  man  in  ähnlicher 
Weise  für  den  Flächeninhalt  der  Rotationsoberfläche  durch  Ver- 
tanschung  von  x  mit  y 

(5.)  0  =  ZTtJzds. 

Vi 

Die  auf  diese  Weise  ausgeführte  Berechnung  der  Ober- 
fläche nennt  man:  „Complanation  der  Rotationsflächen". 


§  23. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man    soll   den   Flächeninhalt  einer   Kugekone 
berechnen  (Fig.  87). 

Auflösung.    Rotirt  der  Bogen   PXP2  des  Kreises  mit  der 
Gleichung 

(1.)  x1  +  y2  =  a2,     oder     x  =  YaT-r^ 

um  die  Y-Axe,  so  beschreibt  er  eine  Kugelzone,  deren  Ober- 
fläche nach  Formel  Nr.  100  der  Tabelle 


§  23.    Uebungs-Aufgaben. 
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2* 


(2.)  0  =  2nfxds 

wird.     Dabei  folgt  aus  Glei- 
chung (1.) 

(3.)   ä*=-^L=> 

ya2 — y2 
^^y  +  qt-yW 


Fig.  87. 


(5.) 

(6.) 
(70 


«2— y2' 

*  "~  |/a2_y2  ,r 

.refo  =  ady, 

0  =  2a7tjdy  =  2<m(y2  —  yO  =  2a7rA, 


wenn  man    die   Höhe  y2 —  V\    der  Kugelzone  wieder  mit  h 
bezeichnet. 

Setzt  man  y2  gleich  +«,  yi  gleich  —  a,  also  A  gleich  2a, 
so  erhält  man  fflr  die  Oberfläche  der  ganzen  Kugel 
(8.)  0  =  4a27r. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Oberfläche  des  RotationsparaboUrids 
berechnen  (Fig.  88). 

Auflösung.    Die  Gleichung  der 
Parabel  ist 
(9.)  y2=2/*r; 

daraus  folgt 


Fig.  88. 


(10.)  . 


dx        y  ' 

(fey_^2  +  y2_^2+2^ 


(!) 


(»•)   £  =  ;VF+&* 


<fc 


(12.) 


y«fe  =  <fa:}/p:!  +  2/>T. 
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Setzt  man 


(13.)     yP*+2/>z=t,     also    p*  +  2px  =  P,    pdx^tdt, 
so  wird  nach  Formel  Nr.  99  der  Tabelle 

fidt 


(14.) 
(15.) 


yds  = 


(0)  F  ° 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (9.) 


(16.) 


0  =  %  &*  +  v^VF+W-p'l 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids 
berechnen  (Fig.  89). 

Fig  89.  Auflösung.    Die  Gleichung  der 

Ellipse  ist 

(17.)  Mz»  +  ay  — «M*  =  0; 
daraus  folgt 

,4  C18,')       s-~5v' 


<->  d)'-^ 


_  fl2(g4  _  g2gg) 


(20.) 


*  Ä     i/"i TT 

a#       aly  7 


ö4y2 


(21.)        y&  s  *:*  j/^TÄ*  =  *^2Ö yiTZZrt?, 


(22.) 


■ähr*. 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle,  wenn  man  a* 
mit  a4  und  x  mit  ez  vertauscht, 

<*>>  °=s[f>'«"j=Äi+T»rcsta(5)r- 
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Für  x2  gleich  a  wird 
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deshalb  erhält  man,  wenn  man  Gleichung  (23.)  mit  2  multiplicirt 
und  xx  gleich  0  setzt,  für  die  ganze  Oberfläche  des  Rotations- 
ellipsoids 

(24.)  0  =  gj[a^  +  a4ai-csin(l)] 

2a2brr 


=   2527T- 


arc  sin 


e> 


Man  kann  sich  davon  überzeugen,  dass  der  gefundene  Aus- 
druck die  Oberfläche  der  Kugel  liefert,  wenn  die  rotirende 
Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  man  also  a  gleich  b  und 
e  gleich  0  macht.  Allerdings  nimmt  dann  das  zweite  Glied  die 
Form  %  an;  setzt  man  aber 

e  =  azj 
so  findet  man  nach  der  Regel,  welche  für  die  Berechnung  von 
solchen  unbestimmten  Ausdrücken  in   D.-R.,  Seite  270   ange- 
geben ist, 

1 

aresin« 

=  0 

und 

(26.)  lim  0  ='  2a2/r  +  2a2/r  =  4a2/r. 

b  =  a 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  Oberfläche  des  Sphäroids  be- 
rechnen (Fig.  90). 

Auflösung.  Aus  der  Gleichung 
(17.)  der  Ellipse  folgt 


.      ,.     Va           .   /e\\      ..     aresin«      .. 
(25.)     lim    —  arc  sin(  - )  =  hm =  hm 

e  =  0  Le  \a/J        8=0  z 


viEi 
i 


=  i 


Fig-  00. 


dly 


<*>(£)'- *+ 15 


blx 

bW  +  a^y2 

bW 
aHb*  +  e'V) 

b*x*         ' 
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(3o.)     «fc  =  £^Ä  vJt+^  =  «^jaä  VF+Tyf, 

(81.)  0=^Jdto)Vb*  +  W 

(y0 
Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle,  wenn  man  a2 
mit  bA  und  x  mit  ey  vertauscht, 

(32.)  0  =  ^[f  VF+^2+  jliey  +  VF+^y*)]'. 

Für  y2  gleich  b  wird 

deshalb  erhält  man,  wenn  man  Gleichung  (32.)  mit  2  multiplicirt 
und  yt  gleich  0  setzt,  für  die  ganze  Oberfläche  des  Sphäroids 


Nun  ist 


(a  +  e)'1  __  (a  +  e)2  _  a  +  * 
A'2  a2  —  e2        a  —  0 


folglich   kann   man   den  Ausdruck  für  0   auch  auf  die  Form 
bringen 

Auch  hier  kann  man  sich  davon  überzeugen,  dass  der  ge- 
fundene Ausdruck  die  Oberfläche  der  Kugel  liefert,  wenn  die 
rotirende  Ellipse  in  den  Kreis  übergeht,  wenn  man  also  a  gleich  b 
und  e  gleich  0  macht.  Allerdings  nimmt  das  zweite  Glied 
wieder  die  unbestimmte  Form  §  an;  setzt  man  aber 

e  =  az, 
so  findet  man  nach  der  Regel,  welche  für  die  Berechnung  von 
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solchen   unbestimmten    Formen    in    D.-R.,    Seite    270    ange- 
geben ist, 

(86.)  iimii(i±i)=iim^i|i^üm1(i+2)-1(l-g) 


1  +  1 


und 

(36.) 


=  lim : =  2 


lim  O  =  2a%  +  a%  .  2  =  4aV. 

b=a 


Aufgabe   5.     Man    soll    die    Oberfläche    des   zweischaligen 
Rotationshyperboloids  berechnen  (Fig.  91). 

Fig.  Ol. 


Auflösung.    Die  Gleichung  der  Hyperbel  ist 

(37.)  i2*2  —  «V  —  ö2J2  =  °  5 

daraus  folgt 

dy  __  b2x 

dx       ah/ 
\dx)  ~~        a*y2        ~~*         "4"2 


(38.) 
(39.) 
(40.) 
(«.) 
(42.) 


ö4jr 


b  .  cfe 


i  .  d  (ex)  . 


*  a1  ale 

(Xt) 

0  =  **?L  fd(ex)y*h*—aK 
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Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  82a  der  Tabelle,  wenn  man 
a2  mit  a4  und  x  mit  ex  vertauscht, 

(43.)  0  =  ^ [^  VeW-a*  —  ^\(ex  +  yeW-a*)\ '. 

Setzt  man  xx  gleich  a  und  :r2  gleich  x,  so  wird 


und  man  erhält  fiir  die  von  dem  Bogen  AP  bei  der  Rotation 
beschriebene  Fläche 


(44.)  0  =  — T\elxl —  a*  —  bln 11  ;     ,   LN I- 

v      y  al    f  e       V        a{e+b)       / 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Oberfläche  des  einschaligen  JRota- 
tiomhyperboloids  berechnen  (Fig.  92). 

Auflösung.   Aus  der  Gleichung 
(37.)  der  Hyperbel  folgt 
dx a*y 

dy  ~~  blx 

(46-)  \Ty)  =         b>x> 


Fig.  92. 


(45.) 


_  «2(6>  +  «V) 


(48.) 
(49.) 


»Vi) 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle,  wenn  man  a2 
mit  b4  und  #  mit  ey  vertauscht, 

(50.)  o  =  ^J [f- ViH^y  +  y  i(«y  +  1/äM^V)]  *• 
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Für  yt  gleich  0,  y2  gleich  y  erhält  man  daher 

.-gEVAU^-J-g^l(? 
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(6D  o=^w+s?+^+vt:+'vy 


Aufgabe  7.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  .Kettenlinie 


=  ^\e"  +  e    '), 


±;/y-2_ai=«(e«_e     «) 


(52.) 

oder 

(52a.)  j.r, 2 

um  die  X-Axe  entsteht  (Fig.  93). 

Auflösung.      Aus    Gleichung 
(52.)  folgt 


(54.)  0  =  2nfyds 
an  C(  — 


+  e 


-V 
V  dx 


+  2+e     a)dx        / 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (52.)  und  (52  a.) 
(55.)  0  =  ^|£\*T  +  «~  V-|C*T  — «~  V+«z] 


arc  Ya     —   ,  ^ 


=  nlyVt/t—ut  +  az]*  =  n\y$y<?  —  <fl  +  y^y^—a1 

+  a(x2—  xt)]. 
Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen,  jenach- 
dem  xx  positiv  oder  negativ  ist. 

Stegemann -Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  \\ 
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Aufgabe  8.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Cykloide 
(56.)  x  =  a[i  —  sin*),    y  =  a(l  —  cos*) 

um  die  X-Axe  entsteht  (Fig.  94). 

Fig.  04.  Auflösung.    Aus  den 

Gleichungen  (56.)  folgt 

(57.)  ds  =  2asin(!V, 

(58.)  yds 

=  2a*(l  —  cos*)sin(|)cfc 

=  4a2Sin»(|W 

Dies  giebt 

t 

(59.)  O  =  16«% /sin3(|W|) 

o 

=  —  16 a%  fh  -  cos2(0]  dcos(£\ 

CO) 

t 
=  -  16  a»»r  [cos(0- *cos»(|)] 

Für  <  gleich  2zr  erhält  man  die  Oberfläche,  welche  bei  der 
Rotation  von  dem  ganzen  Cykloidenbogen  OHA  beschrieben 
wird,  nämlich 


(60.) 


0  =  1^(2  +  3-1)=^. 


Aufgabe  9.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Astroide 
(61.)  x  =  öcos3*,    y  =  «sin3* 

um  die  X-Axe  entsteht  (Fig.  95). 


§  23.    Uebungs-Aufgaben. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (61.)  folgt 
(62.)    ds  =  —  3a  sin  t  cos  t  dt 
(63.)  yds  =  —  3a2sin4*cos*rf*. 

Dies    giebt    für    die    ganze 
Oberfläche 

o 
(64.)  0  =  —  12  a%  /sin^cos  tdt , 
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oder 


n_ 
2 


(65.)  0  =  +  12a%/sin4*.c/(sin*) 


I2a*7t,  .       *       12a*7r 

=  — T—  Lsln  ^1    =  — = 

5      L        Jo  5 

Aufgabe  10.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Kreisevolvente 
(66.)  x  =  a  (cos*  +  tf  sin  t),    y  =  a  (sin  t  —  t  cos  i) 

am  die  X-Axe  entsteht. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (66.)  folgt 
(67.)  ds  =  atdt, 

(ß8-)  yds  ==  a?{ts\xit  —  fico&t)df, 

t 
(69.)  O  =  2a27r/(*sin*  —  *2cos  i)di. 

Setzt  man 
(70.)    u  =  P,     dv  =  costdt,     also     du  =  2t  dt,     i>  =  sin* 
in  die  Formel  Nr.  61  der  Tabelle,  nämlich  in  die  Gleichung 
(71.)  Jude  =  uv  — fv  du 

ein,  so  erhält  man 

(72.)  fflcostdt  =  *2sin*  —  zflsmtdt. 

Setzt  man  dagegen 
(73.)    u  =  t,     dv  =  sin  tdt,    also     du  =  dt,     v  =  —  cos* 
in  die  Gleichung  (71.)  ein,  so  ergiebt  sich 
(74.)      ftsmtdt  =  —  tcost  +fcostdt  =  —  tcost  +  sin*. 

11* 
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Indem  man  Gleichung  (72.)  mit  — 1,  Gleichung  (74.)  mit* 
+  3  multiplicirt  und  dann  beide  Gleichungen  addirt,  findet  man 

(75.)      ftswtdt—ft2costdt  =  —  Psint  —  Stcost  +  3sin*. 

Deshalb  wird 
(76.)  0  =  2a*n(3smt  —  Slcost  —  Psmt). 

Aufgabe  11.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Cardioide 
(77.)       z  =  a[2cosrf  —  cos (2*)],  y  =  a[2sin£ —  sin(2/)] 
um  die  X-Axe  entsteht. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (77.)  folgt 

(78.)     dx  =  2a[—  sin/  +  sin(2t)]dt  =  4asin(-  jcosf  —  jdt, 

(79.)     dy  =  2a[cos*  —  cos(2 1)]  dt  =  4asin(- )  sin  f —  j  dt 

also 

(80.)  ds*  =  16a2sin2  (£\  dt\     ds  =  4asin  Q\  dt, 

(81.)  yds  =  4a2[2sin  t  —  sin(2 1)]  *&(£) dt 

=  8a2  sin  t(l  —  cos/)  sin  (-  Jdt 

==  32a2sin4(|)cos(|)<Ä  =  64a2sin4(|)fl?sin(|\ 
Dies  giebt 

[7l\ 

(82.)  0  =  128a2rr  f*™AQ)  rfsin(|) 

10) 

128a2/r  T  .    ,/t\\t       128a% 


[-(01= 


VI.  Abschnitt. 
Rectification  der  Raiimcurven. 

Berechnung  des  BogenelAnentes  einer  Raumcurve. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  101.) 

Der  Durchschnitt  zweier  krummen  Flächen  mit  den  Glei- 
chungen 

(1.)  F(x,  y,*)  =  0    und     G(x,y,z)  =  Q 

ist  im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  (vergl.  §  112  der  D.-R.). 
Indem  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche 
z  eliminirt,  erhält  man 
(2.)  H{x,y)  =  0,    oder    y  =/(*). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die   XY- Ebene  projicirt.    Ebenso  findet  man   durch 
Elimination  der  Veränderlichen  y  aus  den  Gleichungen  (1.) 
(3.)  K{x,  z)  =  0,     oder    z  =  g(x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XZ- Ebene  projicirt. 

Setzt  man  noch  für  x  irgend  eine  Function  von'einer  vierten 
Veränderlichen  *,  so  werden  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(2.)  und  (3.)  auch  y  und  z  Functionen  von  t,  so  dass  man  die 
Raumcurve  auch  durch  die  drei  Gleichungen 

(4.)  *=/iWi   y=/2('),   *=M) 

darstellen  kann.    Umgekehrt  lassen  sich  drei  solche  Gleichungen 
auch  immer  als  Raumcurve  geometrisch  deuten. 
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Fig.  96. 


Um  nun  die  Länge  s  de&\Curvenbogens  AP  zu  bestimmen, 
nehme  man  auf  der  Curve'zwei  benachbarte  Punkte  P  und  P, 

an  und  lege  durch  dieselben 
Ebenen,  parallel  zu  den  Coordi- 
naten- Ebenen  (Fig.  96).  Dann 
erhält  man  ein  rechtwinkliges 
Parallelepipedon  mit  den  Kanten 


x\ 


■*i  y\—  y>  *i 


—  z 


und  mit  der  Diagonale 

(5.)  PPX  =^i^)2+(y1-y)H(^^)'i. 

Rücken  die  Punkte  P  und  Pj 

x    einander  unendlich  nahe,  so  fällt 

der  Bogen   PP,    mit   der   Sehne 


PP^  zusammen,  die  Grössen 

PPU    zi—x,    y,— y,    z\—  z 
gehen  bezw.  über  in 

ds,     dz,     dy,     dz 

und  aus  der  Gleichung  (5.)  ergiebt  sich 
(6.)  ds*  =  dz*  +  rfy2  +  dz\ 

Daraus  folgt  für  die  Länge  des  Bogens  AP 


„.,  „/*  -jvv+v+*  =>y(f)"+(i)!+(ST- 


Für  x  gleich  t  wird  z.  B. 


(8.) 


~H"®+®- 


Aufgabe  1. 


§  25. 

Uebungs -Aufgaben. 

Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  cylindrischen 


Schraubenlinie  (vergl.  D.-R.,  Seite  487) 

(i-) 

berechnen. 


x1  +  y2  =  a 


2  =  «2. 


■«o 
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Auflösung.    Li  dem  vorliegenden  Falle  wird  es  zweckmässig 
sein,  x,  y  und  z  als  Functionen  einer  einzigen  Veränderlichen 
(f  auszudrücken,  indem  man 
(2.)  x  =  acosy 

setzt;  dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.) 
(3.)  y  =  asiny,    z  =  cy, 

und  man  erhält 

(4.)        dx  =  —  asiny  rfy,     rfy  =  acosydy,     <fe  =  edy, 
(5.)       efe2  =  rfs2  +  rfy2  +  efe2  =  (a2  +  <?2)<fy>2, 

(6.)         ds  —  dtp  yd*  +  c2, 

(7.)  *  =  yS^r*fdg>  =  (y2  —  y,)  V  a«  +  c2. 

Vi 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass  die  Schrauben- 
linie entsteht,  indem  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den 
Katheten  ay,  ctp  und  der  Hypotenuse  <pYä?~+~c2  auf  den  Kreis- 
cylinder 

x2  +  y2  =  a2 

so  aufwickelt,  dass  die  Kathete  aip  mit  der  Basiscurve  (d.  h. 
mit  dem  Kreise)  zusammenfällt.  Die  Hypotenuse  bildet  dann 
die  Schraubenlinie. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  conischen 
Spirale 

(8.)  x  =  eav  cosy,     y  =  eflvsiny,    z  =  c*fl? 

berechnen. 

Auflösung.  Die  Projection  der  Curve  in  die  XY-  Ebene  ist 
eine  Curve,  bei  welcher  <p  der  Winkel  zwischen  der  X-Axe 
und  dem  Eadius  vector  ist,  denn  aus  den  Gleichungen  (8.)  folgt 

(9.)  £  =  ««*■ 

Die  Projection  hat  daher  die  Gleichung 
(10.)  x2  +  y2  =  r2  =  a*vf    oder    r  =  *■*, 

d.  h.  die  conische  Spirale  liegt  auf  einem  Cylinder,  welcher  auf 
der  XF- Ebene  senkrecht  steht  und  die  logarithmwehe  Spirale 
zur  Basiscurve  hat.    Ausserdem  folgt  aus  den  Gleichungen  (8.) 
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(11.) 


*2  +  y2—  ^  =  0; 


die  conische  Spirale  liegt  also  auch  auf  einem  Kreiskegel,  dessen 
Spitze  mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und  dessen  Axe 
mit  der  Z-Axe  zusammenfällt. 

Aus  den  Gleichungen  (8.)  folgt  nun 

dx  =  ^(acosy  —  siny), 
(12.)  I  dy  =  ^(asiny  +  cosy), 

dz  =  e*<P  .  ac. 
Dies  giebt 
(13.)  d&  =  dx1  +  ö?y2  +  dz*  =  $*<?{&  +  1  +  aW)d<f>\ 

(14.)    ds  =  e«r  .  rfy  |/l  +  a2  +  a2c2, 

(15.)      ä  =  ]/l  +  a2  +  dlc\feaiP  .  rfy >  =  1/ -ig-  +  1  +  c2  ^  —  <?°^)> 

vi  r  ö 

oder 

(1e.)  .-a=ay5" 


+   l+rf 


Für  einen  ganzen  Umgang  wird 
(17.)  <p2  =  y,  +  2tt,     z2  =  c^vi+a*'  =  C|  #  tf&w 

also 


(18.) 


=  ?L(^_l)|/i_  +  1  +  ( 


Zweiter  Theil. 


VII.  Abschnitt. 

Integration  der  gebrochenen  rationalen 
Functionen. 

§  26. 

Aecht  gebrochene  und  unächt  gebrochene  rationale 
Functionen. 

Wie  schon  in  der  Differential -Eechnung  (Seite  10)  gezeigt 
wurde,  last  sich  jede  gebrochene  rationale  Function  als  Quotient 
zweier  ganzen  rationalen  Functionen  darstellen,  d.  h.  sie  lässt 
sich  auf  die  Form 

1  #;     f{x)  ax»  +  axxn-1  +  a^x»-*  +  .  . .  +  an^x  +  an 

bringen.  Hierbei  sind  die  Coefficienten  A,  Au  A2,.. .  a,  auav. . . 
beliebige  constante  Zahlen,  und  die  Exponenten  m  und  n  sind 
beliebige  positive  ganze  Zahlen.  Den  Coefficienten  a  der  höch- 
sten Potenz  von  x  im  Nenner  kann  man  immer  gleich  1  machen, 
weil  man,  wenn  a  von  1  verschieden  ist,  Zähler  und  Nenner  des 
Bruches  durch  a  dividiren  kann.  Der  Nenner  f(x)  soll  daher 
in  dem  Folgenden  immer  die  Form 
(2.)  f(x)  =  x»  +  a,x^  +  «*r»-2  +  . . .  +  On^x  +  an 
haben. 

Man  theilt  die  gebrochenen  rationalen  Functionen  in  acht 
gebrochene  und  unächt  gebrochene  rationale  Functionen  ein, 
und  zwar  heisst  eine  gebrochene  rationale  Function  acht  gebrochen, 
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wenn  der  Grad  des  Zählers  kleiner  ist  als  der  Grad  des  Nen- 
ners; sie  heisst  dagegen  v nacht  gebrochen,  icenn  der  Grad  des 
Zählers  grösser  oder  mindestens  ebenso  gross  ist  wie  der  Grad 
des  Nenners. 

Hiernach  ist   die   durch  Gleichung  (1.)   erklärte  Function 

F(x) 

^-Y  acht  gebrochen,  wenn  m<»,  und  sie  ist  unächt  gebrochen, 

wenn  m  ^  n  ist. 

Satz.  Jede  unächt  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich 
als  die  Summe  einer  ganzen  und  einer  acht  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  darstellen.     Es  ist  also 

(3.)  m~9{x)+wy 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Function  und  der  Grad  von  <f\x) 
kleiner  ist  als  der  von/(:r). 

Der  Beweis  des  Satzes  ergiebt  sich  einfach  durch  Division. 
Ist  nämlich  bei  der  Division  von  F(x)  durch  f{x)  der  Quotient 
gleich  g(x)  und  der  Rest  gleich  (f>{x\  so  ist 
(4.)  F(x)=f{x)g{x)  +  <p{x), 

wobei  der  Grad  des  Restes  <p(x)  kleiner  gemacht  werden  kann 
als   der  Grad   des  Divisors  f(x).     Aus  Gleichung  (4.)  ergiebt 
sich  sofort 
t-  \  F(x)        (  \  ,   <f'(x) 

(o.)  7u)  =  ^)  +  7(7)- 

Am  besten  erkennt  man  das  Verfahren  aus  einem  Beispiel. 
Es  sei 

F(x)  __  x*  +  9z*  +  12*— 16 
f(x)  ~~  x*  +  2x  —  3         ' 

dann  erhält  man  durch  Division 

x*  +  9x*  +  12*  —  16  =  (x*  +  2x  —  3)  (*  +  7)  +  (x  +  5), 
*3  +  2z*  —    3* 
+  Ix*  +  15*  —  16 
+  Ix*  +  14*  —  21 
x  +    5 
oder 
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(6-)        *2  +  2*-3 -^+7)  +  ^+2x-3- 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

2s4-ar»-te»  +  8to-9  __  7.;+  11 

(70     Äi_to  +  4  -(2*  +3*      5HÄ,_to  +  4- 


§  27. 

Zerlegung  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen  in 

Partialbrüche,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0 

sämmtlich  von  einander  verschieden  sind. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  102.) 

Nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  kommt  es  bei  der  Integration  der  gebrochenen  rationalen 
Functionen  nur  auf  die  Integration  der  acht  gebrochenen  ratio- 
nalen Functionen  an ;  denn,  wäre  die  vorgelegte  Function  unäckt 
gebrochen,  so  könnte  man  sie  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  rationale  Function  zerlegen.  Die  Integration  der 
ganzen  rationalen  Functionen  ist  aber  bereits  auf  Seite  17  in 
§  4  erledigt. 

Die  Integration  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen 
kann  man  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  ausführen,  wobei 
der  Generalnenner  der  einzelnen  Partialbrüche  f(x)  sein  muss. 
Deshalb  muss  man  hier  die  Zerlegung  der  ganzen  rationalen 
Function  f{x)  in  lineare  Factoren  benutzen.  In  §  82  der  Diffe- 
rential-Rechnung (Seite  345)  war  nämlich  der  Satz  bewiesen 
worden:  Jede  ganze  rationale  Function  nUn  Grades  lüsst  sich  in 
n  lineare  Factoren  zerlegen.  Es  ist  also 
(1.)     /(*)  =  z»  +  a,*"-»  +  a^z»-*  +...  +  an-xz  +  an 

=  (z  —  z1)(z  —  z2)  (z  —  zs)...(z  —  xn\ 
und  xu  z2,  zZ} . .  ,xn  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(2.)  /(*)  =  0. 

Für  das  Folgende  muss  man  zwei  Fälle  unterscheiden, 
jenachdem  diese  Wurzeln  zu  z2}  ^...z,»  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind  oder  nicht. 
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Hier  möge  zunächst  der  erste  Fall  behandelt  werden,  wo 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind.  Um  die  vielen  Indices  zu  vermeiden,  mögen  dabei 
diese  Wurzeln  mit  «,  J,  r,...k,  l  bezeichnet  werden,  so  dass 
die  Gleichung  (1.)  übergeht  in 

(3.)       f{x)  =  {x  —  a){x  —  b){jt  —  c)...{x  —  k){x  —  l). 
Es  soll  dann  gezeigt  werden,  dass  die  acht  gebrochene  rationale 

Function  ~/^  auf  die  Form 

m    g!)^+     *+-£-  +  ...+    z+i 

f(x)        x — a       x  —  0        x  — c  x  —  k       x  —  ' 

gebracht  werden  kann,  wobei  die  Zähler  A,  B,  C, . . .  K,  L  der 
Partialbrüche  constante  Grössen  sind. 

Beweis.    Es  sei 

(5-)  /tW  =  ^  =  (*-*)(*-^--.(*-*)('-0, 

dann  ist/,(:r)  nur  noch  eine  ganze  Function  (w  —  l)t4n  Grades; 
ferner  sei 

(6°  A-fM 

Nach  diesen  Festsetzungen  wird 
(7.)  y(>)-4A(*)=y(gy,(g}-f(ay,(j,) 

gleich  0   füi1  z  =  a,   so  dass  nach  Satz  2  in  §  82  der  D.-R. 

(Seite  344)   (f(x) —  Afx(x)    durch    x  —  a    theilbar   sein   muss. 

Man  erhält  also 

(8.)  7.(x)  —  Afx  (x)  =  (*  —  a)<f,  (*■), 

oder 

(f(x)  =  Afx  (x)  +  (x  —  a)(fx  (x), 

wo  <f\{or)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist,  deren  Grad 
höchstens  gleich  n  —  2  sein  kann.    Hieraus  folgt 

<q\    ^)  -  4/i(*)  +  (x~ a)<fi(x)  _      A       ,    V\SX). 
W    }\x)  ~  {x-  «)/f  (x)  -,_«+/;  {x) 

Dabei   ist   ''    '  nach  den  gemachten  Angaben  wieder  eine  acht 
J\  0) 
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Dchene   rationale  Function,    welche   aber   einfacher  ist  als 
rdenn/t(jr)  ist  nur  noch  vom  Grade  n  —  1,  während  <fi{x) 


höchstens  vom  Grade  n —  2  ist. 

In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  zeigen,  dass 

(10.)  9$,  *  +9$, 

wo  fi{x)  vom  Grade  n — 2  und  <fi{x)  höchstens  vom  Grade  »  —  3 
ist.    So  kann  man  fortfahren  und  findet  die  Gleichungen 


(11.) 


<p.,(x)  =     C       |    <h(a)i 
fi  0)       *  —  c      /3  (x)  ' 


/»-2W       a?  — A      /•t-ifc)' 


<pn-\{x)  _       L 
/„_!  (tf)  S  —  / 

Addirt  man  die  Gleichungen  (9.),  (10.)  und  (11.)  und  lässt 
die  Glieder  fort,  welche  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  stehen, 
so  erhält  man 

<p(z)  __     A  B  C  KL 

7(?)  ~ äT=rä  +  ^-  * +  ^=rc  +  "t  +  x~—k  +  x~=i 

Dieser  Beweis  liefert  sogleich  den  Werth  von  A\  es  ist 
nämlich 

K      ]        *-f,(d)-{a-b){a-c)...{a-k)(a-l) 

In  derselben  Weise,  wie  A  aus  iQßl  berechnet  ist,  könnte 

man  jetzt  B  aus  ^rrl '  C  aus  ^r\  »  •  •  •  berechnen.  Dazu  würde 
/i(*)  M*) 

aber  erstens  die  Bildung  von  ^4^>  ?r^ ■>  •••  erforderlich  sein, 

/i(*)  /jO; 

und  zweitens  könnte  man  leicht  glauben,  dass  die  durch  Glei- 
chung (12.)    erfolgte  Zerlegung  in   Partialbrüche   veischiedene 

Resultate  liefere,  jenachdem  man  zuerst  das  Glied  oder 
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ein  anderes  absondert.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  es  gilt 
vielmehr  der  Satz:  Die  Zerlegung  in  Partialbrüche  ist  ein- 
deutig;  d.  h.  die  Werthe  von  A,  B,  C,...K,L  sind  unabhängig 
von  der  Reihenfolge,  in  der  man  sie  herleitet.  Multiplicirt  man 
nämlich  Gleichung  (12.)  mit 

f(x)  =  (x—  ä)  (x  —  b)  (x  —  c)  . . .  (x  —  k)  (*—/), 
so  erhält  man 

(14.)  <f(x)  =  A(x  —  b)(x  —  c)...(x  —  k)(x  —  l) 
+  B  (x  —  a)  (x  —  c) . . .  (x  —  *)  (*  —  l) 
+  C(x  —  a)  (x  —  b) . . .  (x  —  k)  (x  —  /) 

+ 

+  K(x  —  a)(x—b)...(x  —  i)  {x  —  l) 
+  L  (x  —  a)  (x  —  b) . . .  (x  —  t)  {x  —  k) . 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
x  =  a,    x  =  bt    x  =  r, . . .  x  =  k,  x  =  /, 
so  wird 

<p(a)=  A(a  —  b)(a—  c)...(a  —  k)(a  —  /), 

tp  (b)  =  B(b  -  ä)  (b  —  c)...(b  —  k)  (b  —  l), 

(15.)  \(p(c)=  C{c-  a)(c  —  b)...{c  —  k){c  —  l), 


Dies  giebt 


<p(l)  =  L(l  —  a)  (l—b)  ...(l—i){l—k). 
iW 


(16.) 


A  = 
B  = 
C  = 


(a  —  b)  (a  —  c) . . .  (a  —  k)  [a  —  l) 

VW 

(4  _  a)  {b  —  c) . . .  (b  —  k)  {b  —  l) ' 

^Kf) 

(c  —  a)  {c  —  b)  . . .  (c  —  k)  (c  —  // 


L  = 


<rd) 


(l—a)  {l—b)  ...  [l  —  i)  (l  —  k) 

Man  erhält  also  für  die  Zähler  der  Partialbrüche  genau 
dieselben  Werthe,  gleichviel  ob  man  mit  der  Absonderung  des 
betreffenden  Partialbruches  anfängt  oder  nicht. 
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Die  Gleichungen   (16.)   lassen  sich  noch   etwas  einfacher 
schreiben.    Es  war  nämlich 

A-  Ä, 
A  -/t(a) ' 

wobei  nach  Gleichung  (5.) 

yiv  J       x  —  a 
oder,  da  f(a)  =  0  ist, 

(it.)  Mx)^m=m. 

Hieraus  folgt  (vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  15  oder  81  der  Tabelle) 


also 

(18.; 

und  ebenso 


(18.)  A  -f{a) 


(18a.)  ä-^^jj,  C-j;Q,...X-m,  L  -fl{l) 

Für  die  Ausführung  der  numerischen  Berechnung  ist  das- 
selbe Verfahren  wie  bei  dem  oben  gegebenen  Beweise  am  meisten 
geeignet;  man  schaffe  also  in  Gleichung  (12.)  durch  Multipli- 
cation  mit 

/(*)  =  (*  —  a)(z  —  b)(x  —  c)...(x  —  k){x  —  l) 
die  Nenner  fort,  um  die  Gleichung  (14.)  zu  erhalten,  aus  der 
sich    dann    die  Werthe   von   A,  B,  C\  . . .  K,  L   immittelbar 
ergeben,  indem  man  bezw. 

z  =  a,    x  =  b,    x  =  c,  . . .  x  =  k,    x  =  / 
einsetzt. 

Man  kann  allerdings  zur  Berechnung  der  Grössen  A,  B, 
C, . . .  üf,  L  auch  das  folgende  Verfahren  anwenden,  das  später 
in  dem  allgemeineren  Falle  noch  in  Betracht  kommen  wird,  wo 
die  Wurzeln  vonf(x)  nicht  alle  von  einander  verschieden  sind. 

In  Gleichung  (14.)  ist  die  linke  Seite  höchstens  vom  Grade 
n  —  1 ;  ebenso  ist  die  rechte  Seite  eine  Function  vom  Grade 
n —  1,  die  man  sich  nach  Potenzen  von  x  geordnet  denken  kann. 
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Da  die  Gleichung  für  alle  Werthe  von  *  gilt,  so  müssen  die 
einzelnen  Coefficienten  der  linken  Seite  gleich  sein  den  gleich- 
stelligen Coefficienten  auf  der  rechten  Seite,  welche  lineare  Func- 
tionen (d.  h.  Functionen  ersten  Grades)  der  gesuchten  Grössen 
A,  B,  C, . . .  üT,  L  sind.  Nun  hat  aber  eine  Function  (n — l)ten 
Grades  im  Ganzen  n  Coefficienten.  Man  erhält  also  n  lineare 
Gleichungen  mit  n  Unbekannten,  welche  sich  in  diesem  Falle 
stets  auflösen  lassen. 

Am  besten  wird  man  dieses  Verfahren  durch  die  Behand- 
lung einiger  Aufgaben  verstehen. 

Aufgabe  1.    Man  soll  den  Bruch  -r — r^ — f  ~  ,°lft  in 

*3 —  6*2 —  13*  +  42 

Partialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.    Man  setzt  den  Nenner  gleich  Null  und  erhält 
dadurch  die  Gleichung 
(19.)  *3  —  6*2  —  13*  +  42  =  0. 

Löst  man  diese  Gleichung  auf,  so  ergeben  sich   folgende 
Wurzeln 

(20.)  a  =  7,  b  =  —  3,  c  =  2, 

deshalb  wird 

(21.)      *3  —  6*2  —  13*  +  42  =  (x  —  7)  (*  +  3)  (*  —  2). 
Hieraus  folgt 

^  15*2  —  70*  —  95     __        15*2  —  70*  —  95 

^      '      *3  —  6*2  —  13*  +  42  ~~  (*  —  7)  (*  +  3)  (*  —  2) ' 

A     +^;+      ° 


x  —  7       *  +  3       *  — 2 

Um  die  Werthe  von  -4,  B  und  C  zu  ermitteln,  schaffe  man 
die  Nenner  fort,  indem  man  Gleichimg  (22.)  mit  . 

*3  —  6*2  —  13*  +  42  =  (*—  7)  (*  +  3)  (*  —  2) 
multiplicirt.    Dadurch  erhält  man 
(23.)  15**  —  70*  —  95  =  A  (x  +  3)  (*  —  2) 

+  B(x  —  7)(*  —  2)  +  C(x  —  7)(*  +  3). 
Da  diese  Gleichung  für  alle  Werthe  von  *  gilt,  so  findet 
man  daraus  für  *  =  7 
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150  =  50-4,    oder    -4  =  3, 
für  s  =  —  3 

250  =  505,    oder    5  =  5, 
und  fttr  z  =  2 

— 175  =  —  25(7,    oder    (7=7, 
folglich  wird 
,24)         15*»- 70*- 95      _      3  5  * 


x%  _  6a:2  _  13s  +  42       *  —  7*  +  3^s  —  2 

Man  kann  auch  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (23.)  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  ordnen  und  erhält  dann 

(25.)  15**—  70*  —  95 

=  x*(A  +  B+C)  +  x(A—9B— 4(7)  +  (—6A  +  UB—2W). 

Diese  Gleichung  gut  für  jeden  Werth  von  x,  folglich  müssen 
die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  dieser 
Gleichung  einander  gleich  sein,  d.  h.  es  muss 

(26.)  A  +  B+  (7=15, 

(27.)  A  —  9B  —  4(7  =  —  70, 

(28.)  —GA+  ÜB  —  21(7  =  —  95 

sein.    Löst  man  diese  Gleichungen  für  A,  B  und  (7  auf,  so 

ergiebt  sich  wieder 

(29.)  .4  =  3,     5  =  5,     (7=7. 

Zu  demselben  Resultate  kommt  man  natürlich  auch  durch 
Anwendung  der  Gleichungen  (18.)  und  (18  a.),  indem  man 

(w\  ^-y(a),      »-?(*),      r-9(e) 

(so.)        A-jw'   B-ffry    °-m 

setzt.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

(31.)  a=7,     i  =  —  3,     c  =  2 

und 

(32.)  /'  (*)  =  3*2  —  12*  —  13 ; 

dies  giebt 

8tegem»nn- Kiepert,  Integral-Rechnung.  12 
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A=     y(7)    _  15  .  49  —  70  .  7  —  95  _  150 

/'(7)    ~"~    3.49  —  12.7  —  13""    50  ' 

«n  \    )   »  -  y(-3)  __  15.    9  +  70.3  —  95  _  250 

W    i^-jr3(Zl)-    3.    9  +  12.3-13~~5Ö       ~~  5' 

0=     y(2)  15,    4  —  70.2  —  95^  —  175 

/'(2)  3.    4  —  12.2  —  13""—    25 

#2  +  l 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Function  -= —  in  Partialbrttche 

9  X* X 

zerlegen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(34.)  /(*)  =  x*  —  x  =  z(x  —  1)  (x  +  1), 

also 

(35.)  &  =  *±±  =  A+*+° 

f\X)  X     X  X  X  1  *   +    1 

Um  die  Grössen  A,  B,  C  zu  bestimmen,  multiplicirt  man 
die  Gleichung  (35.)  mit  xz —  x  und  erhält 
(36.)       x*  +  1  =  A{x*  —  1)  +  B(x*  +  x)  +  C(x*  —  x). 

Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Werthe  von  *,  deshalb  findet 
man  für  x  =  0 

(37.)  1=  —  A,    oder    -4  =  — 1, 

für  s=l 

(38.)  2  =  2-B,       oder    J?  =  +  1 

und  für  x  =  —  1 

(39.)  2  =  2(7,       oder    C  =  +  1 ; 

folglich  wird 

(40.)  *-i+i=_I  +  _L_+.    i 


■#  x       x —  1       x  +  1 

Ordnet  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (36.)  nach  fal- 
lenden Potenzen  von  x}  so  erhält  man 
(36a.)      x*  +  1  =  z*(A  +  B  +  C)  +  x(B  —  C)  —  A. 

Da  die  gleichstelligen  Coefficienten  auf  beiden  Seiten  dieser 
Gleichung  einander  gleich  sein  müssen,  so  zerfallt  die  Gleichung 
(36  a.)  in  die  drei  Gleichungen 
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A  +  B+C=l, 
(41.)  1  B  —  C  =  0, 

—  A=l. 
Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  giebt  wieder 
(42.)  A  =  —  l,    B  =  l,    C—l. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch,  indem  man 

(43.)  A~m     B-m      C-m 

(44.)  o  =  0,     4=1,     c  =  —  1, 

(45.)  /»(*)==  8**  —  1,     y(*)=*»+l 

setzt,  denn  es  wird 

vfo)       0  +  1 


(46.) 


-4  = 


Ao)      o-i 

_     9(l)    _!  +  !_ 


/'(l)         3-1 

y(— i)  _  i 

/'(-!)- 3-1 


=  +  1, 


C  =  ^nil  =  i±4  =  +  1. 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 
4*2  —  15s +  19 


(*— 1)(*  — 2)(*  — 8) 
Auflosung.    Hier  ist 
4*2  —  15s  +  19 


in  Partialbrüche  zerlegen. 


(47.) 


.4 


+ 


+ 


(x— lj(z  —  2){x  —  3)       x—  1    '   *  — 2       s  — 3 
oder,  wenn  .man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  (x—l)(x—2) 
mal  (x — 3)  multiplicirt, 
(48.)   4*2— 15*  + 19  =  A(z  —  2)(z—S)  +  B(z  —  l)(z—S) 

+  C(z—l)(z  —  2). 
Dies  giebt  für  x  =  1 

8  =  2^4,     oder    .4  =  4, 
f  ür  x  =  2 

5  =  —  J5,     oder    B  =  —  5 
und  für  s  =  3 

10  =  26f,    oder     CT  =  5, 

12* 
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also 

(49)         **»- 15*+ 19        =^4 L_+_5_. 

V*v^   (z—l)(z—2)(z  —  a)       x  —  1       z  —  2^z-3 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

•— ^  in  Partialbrüche  zerlegen. 

1  +  x  —  x2 

Auflösung.  Hier  muss  man  erst  Zähler  und  Nenner  des 
Bruches  mit  —  1  multipliciren,  damit  der  Coefficient  von  x1  im 
Nenner  gleich  +  1  wird.    Dadurch  erhält  man 

(50.)  *$=    ,    -1        . 

v      '  fix)       x*  —  x  —  l 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

(51.)  f{x)  =  x*  —  x  —  1  =  0 

sind 

(52.)  «-«1  +  1/6),     *  =  4(1  —  1/5). 

Deshalb  ist 

(53.)  -1         - d _  + ä 

x*  —  x—l       *_|(1  +  |/5)       a:  —  4(1  — j/5) 
oder 

xi  —  x—\       2x  —  l—Yb       2x  — 1  +  1/5 
Hultiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

(2z  —  1  —  Yb)(2x—  1  +VF)  =  4(z*  —  z  —  1), 
so  erhält  man 

—  4  =  2.4(2*  —  1  +  V5)  +  25(2*—  1  —  }/b), 
oder 

(55.)  —  2  =  2r(A  +  B)  +  A(—  1  +  ^5)  +  B(—  1  —  ^5); 
daraus  folgt 
(56.)  M  +  *=0, 

M(l-)/5)  +  B(l+]/5)  =  2, 
oder 

(57.)  A  =  —-$=,     B=  +  -$=- 

V5  ys 
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Dies  giebt 

Aufgabe  5.  Man  soll  die  gebrochene  rationale  Function 
s — - — r-= —  in  Partialbrüche  zerlegen. 

X*  — —  ra  +  7 

Auflösung.  Die  vorgelegte  Function  ist  eine  unächt  gebrochene, 
deshalb  muss  man  sie  zunächst  durch  Division  in  eine  ganze 
und  eine  acht  gebrochene  rationale  Function  zerlegen.  Dadurch 
erhält  man 

(59.)        = - — ,    n        =  2ar  +  5  +  -s s — r^- 

v      '  a2  —  6z  +  7  z*  —  6z  +  7 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

f(z)  =  z*  —  6z  +  7  =  0 
sind 

(60.)  a=3  +  |/2,    4  =  3  — )/2, 

folglich  wird 
(61.)  /(^(s  —  s—  Y2)(z  —  S  +  Y2), 


**  — 6a;+7      a;_3_|/2       *_8  +  -j/2 
(63.)      10a;  —  27  =  ^(z  —  3  +  }fi)  +  £(*  —  3  —  }/2). 

Für  x  =  3  +  V2  erhält  man  daher 

(64.)  3  +  10^2  =  2A  Yz,    oder    A  =  -^  (3  +  10  j/§), 

und  für  *  =  3  — V2 

(65.)  8  —  10 V2  =  —  2.BJ/2,  oder  £  =  -p=  (—3  +  10  ^2), 

also 

,      v  2a:3  —  7a:1  —  6a:  +  8 

0».)  *»-6*+7         = 

2;c  +  5  +  -^(3+10>^        -3+10^2 


182  §  27.    Partialbruch-Zerlegung  (erster  Fall). 

Die  angegebene  Methode  für  die  Zerlegung  in  Partial- 
brüche bleibt  richtig,  gleichviel  ob  die  Wurzeln  der  Gleichung 
/(#)  =  0  reelle  oder  complexe  Grössen*)  sind. 

Im  letzteren  Falle  werden  aber  die  Partialbrüche  selbst 
eine  -complexe  Form  annehmen,  die  man  vermeiden  kann,  wenn 
die  Coefficienten  von  <p(x)  und  /(*)  reell  sind. 

Wie  dies  geschieht,  möge  zunächst  die  folgende  Aufgabe 
lehren. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

13*2  —  68*  +  95        .«..,--,  i 

m  Partialbruche  zerlegen. 


*3  —  ll*2  +  43*  —  65 

Auflösung.    Indem  man  den  Nenner  gleich  Null  setzt,  erhält 
man  die  Gleichung 

(67.)  *3  —  ll*2  +  43*  —  65  =  0 

mit  den  Wurzeln 

(68.)  a  =  5,     i  =  3  +  2V=^T,     c  =  3  —  2}^T, 

oder,  wenn  man  \ —  1  mit  t  bezeichnet, 
(68a.)  a  =  5,     b  =  3  +  2t,     c  =  3  —  2t. 

Demnach  ist  der  Nenner  der  gebrochenen  Function 
(69.)  *3— ll*2+43*— 65  =  (*— 5)(*— 3— 2t)(*— 3  + 2t). 
Dies  giebt 

13*2-68*  + 95  A  B  n 


*3— 11*2+43*— 65       *— 5       *—  3  —  2t '•       *— 3  +  2t 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  *8  —  ll*2  +  43*  —  65  mul- 
tiplicirt, 

(71.)      13*2  —  68*  +  95  =  A(x  —  3  —  2t)  (*  —  3  +  2t) 

+  B(x  —  5)(*—  3  + 2t) 
+  C(x—  5)(*  —  3  —  2t). 
Dies  giebt  für  *  =  5 

(72.)         80  =  A(2  —  2t)  (2  +  2t)  =  8-4,  oder  A  =  10, 

für  *  =  3  +  2t 


*)  Vergl.  D.-IL,  §  131  —  140. 
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(73.)   —  44  +  20t  =  (—  2  +  2t)  4* .  B,  oder  B  =  3~8* 

und  für  x  =  3  —  2t 

(74.)   _  44  —  20t  =  —  (—  2  —  2t)  4t .  C,  oder  C  =  3"^8% 

folglich  ist 

,      .        13g2— 68.T  +  95      __    10  3  —  8t  3+8* 


g3— 11g2  +  43g— 65      g— 5  '  2(g— 3— 2iy  2(g— 3+2t) 
Da  die  beiden  letzten  Glieder  conjugirt  complexe  Grössen*) 
sind,  so  muss  ihre  Summe  reell  sein.    In  der  That,  es  ist 
3  — 8t  3  +  8t  3*  +  7 

2(g  —  3  —  2i)+  2(x  —  3  +  2t)  ~~g2  —  6a;  +  13' 
also 

13g2  —  68s  +  95  10  3g  +  7 

\'"v       „.3 1U2  J_iQ* «R  ^  R     ' 


g3  —  11g2  +  43g  —  65       g  —  5    '   x1  —  6g  +  13 
Ganz  allgemein  gilt  nun  Folgendes.    Sind  in/(g)  die  Co- 
efflcienten  reell,  so  treten  die  complexen  Wurzeln  in  f(x)  —  0 
bekanntlich  paarweise  auf.**)    Ist  z.  B.  b  gleich  g  +  At,  so  ist 
eine  andere  Wurzel,  sie  heisse  c,  gleich  g —  At,  also 
(77.)  b  =  g  +  At,     c  =  g  —  At. 

Sind  nun  auch  in  <p(x)  die  Coefflcienten  reell,  so  wird 


(78.) 


VW    f'ia  +  *0 
c  -  v(c)  _  y(y  —  A0  _  /?     w,- 


folglich  erhält  man 

.      .  _2*_  g    =    ff  +  lK         G— Hi    ^2G(x-g)-2Hh 

^     ''  x — b     x — c  ~~  g — g  —  hi  x — ^  +  At        (g — ^)2+A2 

oder 

nun  B      ,       g    -      A+Q 

^u->>  *_*  +  *_c  -  (g  — ^)2  +  A2' 

wo 

(81.)  P  =  2  G,     Q  =  —  26ty  —  2Hh 

reelle  Grössen  sind. 


#)  Vergl.  D.-R.,  8eite  570,  Satz  1. 
••)  Vergl.  D.-R.,  §  140. 
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Durch  Anwendung  der  Gleichung  (80.)  kann  man  also  bei 
der  Partialbruchzerlegung  die  complexen  Grössen  ganz  ver- 
meiden. 

In  Aufgabe  6  hätte  man  z.  B.  setzen  können 
13s»  —  68*  +95  A  Pz+Q 

V*-)     xz _  nx2  +  43a:  _  65       x  —  5  *  *2  —  6*  +  13* 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

x*  —  1  l*2  +  43*  —  65  =  (z  —  5)  (*2  —  6*  +  13), 
so  erhalt  man 

(83.)  13*2—68*+  95  =  A(z*— 6*+ 13)  +  P(*2— 5*)+  Q(*— 5) 
=  z2(A+P)+z(—6A—5P+Q)+(lSA—bQ). 

Daraus  folgen  die  Gleichungen 

(  A  +  P  =      13, 

(84.)  j    —  6A-r5P+  Q  =  —  68, 

l  13^4  — 5Q=       95. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich 
(85.)  ^4=10,     P=3,     Q  =  7, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (82.)  einsetzt, 
13**  —  68*  +95       _     10  3* +  7 

*8  —  ll*2  +  43*  —  65  ~~  *—  5  +  *2—  6*  +  13* 
Dieses  Resultat  stimmt  natürlich  mit  dem  früheren  fiberein. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung  durch  die  fol- 
genden Ueberlegungen.  Aus  Gleichung  (83.),  nämlich  aus  der 
Gleichung 

13*2  — 68*  +  95  =  u4(*2— 6*  +  13)  +  P(*2  — 5*)  +  Q(*— 5) 
ergiebt  sich  für 

(86.)  *2  —  6*  +  13  =  0,    oder    *2  =  6*  —  13 

(87.)  10*  —  74  =  (P  +  Q)z  —  13  P—  5Q. 

Da  Gleichung  (86.)  für  zwei  Werthe  von  *  befriedigt  wird, 
nämlich  für 

*  =  3  +  2t    und    *  =  3  —  2t, 
so  wird  auch  Gleichung  (87.)  für  diese  beiden  Werthe  von  * 
befriedigt.    Nun  ist  aber  Gleichung  (87.)  nur  vom  ersten  Grade, 


§  27.    Partialbruch-Zerlegung  (erster  Fall).  185 

folglich  müssen  (nach  D.-R.,  §  82,  Satz  5  auf  Seite  345)  die 
gleichstelligen  Coefficienten    auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
einander  gleich  sein,  d.  h.  es  wird 
(88.)  P  +  Q=10,     13P  +  5Q=74,  also  P=3,  Q  =  7. 

Wie    sich    dieses  Verfahren   allgemein  durchführen  l&sst, 
mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 
6s2  —  25s  +  89 


in  Partialbrüche  zerlegen. 


s8  —  7z*  +  32z  —  60 

Auflosung.    Indem  man  den  Nenner 
(89.)  s3  —  7  z*  +  82s  —  60  =  0 

setzt,  erhält  man  für  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
(90.)  a  =  3,     Ä  =  2  +  4t,     c  =  2  — 4t. 

Deshalb  ist 
(91 .)  s3  —  7z*  +  32s  —  60  =  (s  —  3)  (s  —  2  —  4  i)  (z  —  2  +  4t) 

=  (s  — 3)(s2  —  4s +  20), 

(92  ^     6**  -  25s  +  89   _  A  Pz  +  Q 

(     ''       s3  —  7s2  +  32s  —  60   s  —  3   s2  —  4s  +  20# 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  (s  —  3)  (s2  —  4s  +  20),  so 

ergiebt  sich 

(93.)  6s2—  25s+89  =  A(z*— 4s+  20)+P(s2  —  3s)+  Q(s— 3). 

Daraus  folgt  für  s  =  3 
(94.)  68  =  17^4,    oder    -4  =  4, 

und  für 

(95.)  s2  —  4s  +  20  =  0,     oder    s2  =  4s  —  20 

(96.)  — s  — 31  =  (P  +  Q)s  — 20P— 3Q. 

Indem  man  die  gleichstelligen  Coefficienten  auf  beiden  Seiten 
dieser  Gleichung  einander  gleichsetzt,  findet  man 
(97.)  P  +  Q  =  —  1,     20  P  +  SQ  =  81, 

(98.)  P=2,  Q  =  — 3; 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (92.)  einsetzt, 
6s2  —  25s  +  89  4  2s  —  3 


(99.) 


s3  —  7s2  +  32s  —  60       s  —  3  ^  s2  —  4s  +  20 
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acht  gebrochene  ratio 
in  Partialbrüche  zerlegen 


Aufgabe  8.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

7#3  —  6x*  +  9x  +  108 


(x*  —  4s  +  13)  (x*  +  2x  +  5) 

Auflösung.    Indem  man  den  Nenner 
(100.)  fix)  =  (s2  —  4.r  +  13)  (x2  +  2x  +  5)  =  0 

setzt,  erhält  man  die  vier  complexen  Wurzeln 
(101.)  a  =  2  +  3t,    b  =  2  —  3«,    c  =  —  1  +  2t ,    tf  =  —  1  —  2t, 
deshalb  wird  man  den  vorgelegten  Bruch  auf  die  Form 
(\^\      7s3  —  6s2  +  93;  +  108     _     Px+Q  Rx+S 

1  m)  (x*  —  4*+13)0r2  +  2:r  +  5)~:r2--4:r+13  +  s2  +  2s+5 
bringen.  Hieraus  erhält  man  durch  Fortschaffung  der  Nenner 
(103.)     7*3  —  6z2  +  9x  +  108  =  (Pr  +  Q)  (x2  +  2*  +  5) 

+  (Ar  +  S)  (x2  —  4z  +  13). 

Dies  giebt  für 

x*—  4*  +  13  =  0,   oder  a:2  =  4*— 13,    z3=3s— 52 
(104.)  ßx  —  178  =  P(16*  —  78)  +  Q(ßx  —  8). 

Da  die  gleichstelligen  Coefficienten  auf  beiden  Seiten  dieser 
Gleichung  einander  gleich  sein  müssen,  so  gelten  die  Gleichungen 
(105.)  8P+3Q=3,     39P+4Q  =  89, 

also  wird 
(106.)  P=3,     Q  =  —  7. 

Setzt  man  in  Gleichung  (103.) 
x1  +  2x  +  5  =  0,     oder    x2  =  —  2x  —  5,    x*  =  —  s  +  10, 
so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichungen 
(107.)         14*  +  208  =  22(20*  +  30)  +  S(-  ßx  +  8), 
(108.)  10Ä  —  3S  =  7,     15JB  +  4S  =  104, 

(109.)  Ä  =  4,     #=11, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (102.)  einsetzt, 
(  7s3— 6*2+9*+108       __       3*— 7  4*+ll 


(x2— 4*+13)(*2+2*+5)       *2  — 4*+13  ^  x2+2x+b 
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§28. 

Zerlegung  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen  in 

PartialbrQche,  wenn  die  Gleichung  f(x)  =  0  auch  gleiche 

Wurzeln  besitzt. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  103.) 

Hat  die  Gleichung  f(z)  =  0  auch  gleiche  Wurzeln,  so  kann 
man  diese  gleichen  Wurzeln  zusammenfassen  und  f(z)  auf  die 
Form 

(1.)    f(x)  =  (z  —  a)"(z  —  by (x  —  c)y...(x  —  k)* {z  —  t)x 

bringen,  wobei  die  Grössen  a,  b,  c, . . .  k,  l  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind,  und 
(2.)  cc  +  ß  +  y  +  ...  +  x+  k  =  n 

ist.    Man  erkennt  sogleich,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

f(x)  -  x  —  a^  x  —  b^  x  —  c^'"^  z  —  k^  x  —  l 
nicht  mehr  bestehen  kann,   weil   der  Generalnenner   auf  der 
rechten  Seite  nicht  mehr  gleich  f(z)  ist. 
Hier  sei 

und 

(4)  Ä  -£M, 

(4.)  Ät  -/i(fl), 

dann  wird  die  ganze  Function 

(5.)      v(x)-AlMx)=Tm(^m^ 

gleich  0  für  z  =  a,  folglich  ist  sie  theilbar  durch  x  —  a.    Man 

erhält  also 

(6.)  tf  (x)  —  Ajx  (z)  =  {z  —  a)<px  (z), 

oder 

(6a.)  <p  (z)  =  AJ,  (z)  +  (z  —  a)<px  (*), 

wo  <pi  (x)  eine  ganze  Function  und  höchstens  vom  Grade  n  —  2 
ist    Nach  diesen  Angaben  wird  also 

d\  »(*)  —  ^i/ifa)+(*— g)yi(*)        A     ,        <p\ (*) 

K  *>  f{x)  (z-a)*f,{x)  -  {x-a)^  {x-ay-Wx) 
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Man  hat  also  von  ^ß{  ein  Glied  7 ^   abgesondert, 

f{x)  {x  —  a)a        * 

so  dass  nur  noch  eine  acht  gebrochene  Function  -, y*  ^x}^  ,  x 

(*— a)«-i/,(*) 

übrig  bleibt,  bei  welcher  der  Grad  des  Nenners  nicht  mehr  n, 

sondern  nur  noch  n  —  1  ist. 

Ist  a  >  1 ,  so  kann  man  dieses  Verfahren  wiederholen  und 
erhält  ebenso 

/ft  n  SPi(s)         _       A         .  ya(g) 

W         (*_  «)-!/,(*)  -  (*-a)-i  +  (*  -  a)-yl(*), 

also 

wo  jetzt  in  der  acht  gebrochenen  Function  , y?„  ;L  /  v  der 

Grad  des  Nenners  wieder  um  1  kleiner  ist. 

Wendet  man  dieses  Verfahren  «-mal  an,  so  ergiebt  sich 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  schliesslich 
die  Gleichung 

U    j        /(*)  ~"  (*  —  «)"       (*  — a)—1  *  — « 

^  (x  —  bf  ^  (x  —  by-*  ^  • "  *  ^  x  —  b 


+ 

"*"    (<r  _  7U    ^   r-r  —  /U-l    "*" 


(*  —  /)*        (*  —  Z)*"1        '"       *  —  / 

Die  Zähler  -4f,  A2, . . .  -4«,  JSj ,  2?2, . . .  2fy, . . .  LX1  L2, . . .  Li 
dieser  Partialbrüche  berechnet  man,  indem  man  die  Gleichung 
(11.)  mit  dem  Generalnenner  f{x)  multiplicirt,  nach  Potenzen 
von  x  ordnet  und  die  gleichstelligen  Coefficienten  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichung  einander  gleich  setzt.  Dies  giebt  dann, 
wie  man  leicht  bestätigen  kann,  n  lineare  Gleichungen  mit  den 
n  Unbekannten 
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Au  A2, . . .  Aa,  BX1 B2, . .  •  Bp, . . .  ij,  Li, . . .  Li, 
und  zwar  sind  diese  Gleichungen  immer  lösbar. 

Aus  dem  Umstände,  dass  diese  n  linearen  Gleichungen  mit 
n  Unbekannten  nur  eine  Lösung  besitzen,  kann  man  wieder 
schliessen,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Partialbruchzerlegung 
nur  auf  eine  Weise  geschehen  kann,  dt  h.  dass  man  dasselbe 
Resultat  erhält,  gleichviel  ob  man  zuerst  die  Partialbrüche 

-T7Z "^7  +  •••  +- 


(z  —  a)a       (x  —  a)«-1  „       - 

absondert,  oder  ob  man  mit  der  Absonderung  der  Partialbrüche 
in  einer  späteren  Zeile  von  Gleichung  (11.)  anfängt. 

Die  Rechnung  wird  ziemlich  umständlich,  wenn  n  eine 
grosse  Zahl  ist;  dann  kommt  man  schneller  zum  Ziele,  indem 
man,  der  Gleichung  (4.)  entsprechend,  zunächst 

Ax~m 

berechnet  und  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Ermittelung  von 
Bx ,  Cj , . . .  Kx ,  Lx  anwendet.  Dies  geschieht  am  einfachsten, 
indem  man  in  Gleichung  (11.)  durch  Multiplication  mit 

f{x)  =  (z  —  a)"(z  —  by(x  -  c)y.  ..(x  —  k)*(z  —  lY 
die  Nenner  fortschafft  und  dann  der  Reihe  nach 

x  =  ay  #  =  Ä,  x  =  cy  •..#  =  £,  x  —  l 
setzt  Die  Berechnung  der  übrigen  Zähler  der  Partialbrüche 
geschieht  dann  nach  dem  zuerst  beschriebenen  Verfahren,  ist 
aber  viel  leichter  geworden,  weil  man  nur  noch  n  —  m  lineare 
Gleichungen  mit  n  —  m  Unbekannten  hat,  wobei  m  die  Anzahl 
der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  a,  b,  c.k,  l  der 
Gleichung  f(x)  =  0  ist. 

Einige  Beispiele  mögen   zur  Erläuterung  dieser  Angaben 
dienen. 

Aufgabe  1.     Man   soll   die   gebrochene  rationale  Function 
4s3  —  63s2  +  338a:  —  619 


(*  —  7)  (x  —  b)* 


in  Partialbrüche  zerlegen. 
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Auflösung.    In  diesem  Falle  muss  man 
4*3  —  63*2+338*  —  619 

(12'j  (*  — 7)(*  — 5)» 

—        -^        -L.         ^1  i  ^2  ,         #S 


""*  — 7^(*  — 5)3^(*  — 5)*       *  — 5 
setzen.    Dies  giebt,  wenn  man  mit  (*  —  7)  (*  —  5)3  multiplicirt, 
(13.)  4*3  —  63*2  +  338*  —  619 

=  A(z— b)*  +  Bx(x—  7)  +  B2(z—  7)(*-5)+Ä,(*-7)(*— 5)*. 
oder 

(14.)'  4*3  —  63*2  +  338*  —  619  =  z\A  +  Ä,) 

+  **(—  15^4  +  B%  —  17JS3)  +  z(75A  +  Bx  —  12B2  +  95  Bz) 
+  (—  12541  —  7  JS,  +  35JS2  —  175  Ä,). 


(15.) 


Daraus  folgen  die  Gleichungen 

A  +  53  =  4, 
—  154.  +  J92  —  17J?3  =  —  63, 
75^4  +  JB,  —  12B2  +  95JB3  =  338. 
—  125.4  —  1BX  +  35i*2  —  175Ä>  ==  —  619. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich 
(16.)  ^4  =  4,     Bl  =  2,     Ä>  =  —  3,     J33  =  0, 

so  dass  man  erhält 
,     .   4*3- 63*2+ 338*— 619  _      4,2  3 


(*  —  7)  (*  —  5)3  *  —  7  ^  (*  —  5)3       (*  —  5)2 

Wendet  man  das    andere   Verfahren   an,   indem  man  in 
Gleichung  (13.)  zuerst  *  =  7  setzt,  so  findet  man 
(18.)  32  =  84,     oder    ^4  =  4, 

und  für  *  =  5  findet  man  aus  Gleichung  (13.) 
(19.)  —  4  =  —  2BU    oder    Bx  =  2. 

Zur  Ermittelung  von  B2  und  2*3  braucht  man  jetzt  nur 
noch  zwei  Gleichungen.  Deshalb  wählt  man  von  den  vier 
Gleichungen  (15.),  welche  zur  Verfügung  stehen,  diejenigen  aus, 
welche  sich  am  leichtesten  herleiten  lassen;  d.  h.  man  braucht 
jetzt  gar  nicht  mehr  die  Gleichung  (14.)  vollständig  zu  bilden, 
sondern  berechnet  von  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nur 
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den  Coefflcienten  von  x'A  und  das  constante  Glied.  Daraus  er- 
geben sich  in  Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (15.)  die 
Gleichungen 

(20.)  A  +  53  =  4, 

(21.)  —  125-4  —  72?,  +  35^2  —  175i?3  =  —  619, 

die  sich  aber  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (18.)  und  (19.)  auf 
(20  a.)  Ä>  =  0, 

(21a.)  35Ä2  —  175Ä,  =  —  105,    oder    B2  =  —  3 

reduciren.  Auf  diese  Weise  wird  man  wieder  zu  dem  in  Gleichung 
(17.)  angegebenen  Eesultate  geführt. 


Aufgabe  2.    Man  soll  den  Bruch 
bräche  zerlegen. 

Sx*  +  10*2  —x 

(tf2  —  1)2 

■  in 

Partial 

Auflösung.    Hier 

muss  man 

3*3+ 10s* -* 

-  A    i 

-1      (*+l)2 

+  1 

*i 

~  (z—  1)*    '    X 

t  +  1 

setzen  und  erhält  durch  Mulüplication  mit 

(*2  —  l)2  =  (tf  —  1)2(X+  1)2 

(23.)        3z3  +  lO*2  —  x  =  Al  (x  +  1)2  +  A2(x  +  l)2  (x  —  1) 

+  Bx{x  —  1)2  +  B2(x  +  1)(*-  1)2. 

Hieraus  ergiebt  sich  für  x  ==  1 
(24.)  12  =  4^,,     oder    Ax  =  3, 

und  für  x  =  —  1 
(25.)  8  =  42*,,    oder    Bx  =  2. 

Zur  Ermittelung  von  A2  und  B2  suche  man  auf  der  rechten 
Seite  von  Gleichung  (23.)  den  Coefflcienten  von  #3  und  das  con- 
stante Glied  auf  und  setze  die  gefundenen  Grössen  den  gleich- 
stelligen Coefflcienten  auf  der  linken  Seite  gleich.  Dadurch 
erhält  man  die  beiden  Gleichungen 
(26.)  A2  +  B2  =  3, 

(27.)  Al—A2  +  B1+B2  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (24.)  und  (25.) 
(27  a.)  _^2  +  Ä2  =  -5, 
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also 

(28.)  A2  =  4,     B2  = 

so  dass  Gleichung  (22.)  tibergeht  in 
&r3  +  10z2  —  x  3         .       4 


1, 


(29.) 


+ 


+ 


(**—!)*  (x—  l)2^s— 1  ^(x  +  l)2       x+1 


Dieses  Verfahren  gilt  auch  hier  noch,  wenn  die  Wurzeln 
a,  b,  c,...k,  l  sämmtlich  oder  theilweise  complex  sind.  Man 
kann  aber,  wenn  in/(x)  und  <p(x)  die  Coefficienten  sämmtlich 
reell  sind,  das  Resultat  gleichfalls  auf  eine  reelle  Form  bringen. 
Ist  z.  B.  b  gleich  g  +  At,  so  wird  eine  andere  Wurzel,  sie 
heisse  <?,  gleich  ff  —  At,  und  es  wird  ß  gleich  y  sein,  wie  in  der 
Algebra  bewiesen  wird  (Vergl.  D.-R.,  §  140).  Nun  folgt  aber 
aus  der  Bildung  der  Grössen  Bx ,  B2, . . .  Bp  und  Cu  C2, . . .  CYJ 
dass  man  durch  Vertauschung  von  +  i  mit  —  i  aus  den  ersteren 
die  letzteren  erhält.    Ist  also 

(30.)  B{  =  Gi+  H,i,  B2  =  G2  +  H2i, . . .  B?  =  G*  +  ff^ , 
so  wird 
(31.)  Cx  =  Gx—Hxx,  C2  =  G2  —  Sit,  ...CY=C?=Gr 

Deshalb  werden  die  Summen 


Hpi. 


(32.) 


(z  —  hy  +  (x  —  cy 

B2  ,    ^_ 

(*  —  4)»-i  "*"(*  — c), 


rf-i1 


A 


+ 


x  —  b 
sämmtlich  reell. 

Man  kann  auch  hier  in  der  Zwischenrechnung  die  com- 
plexen  Grössen  ganz  vermeiden.  Wenn  man  nämlich  die  Aus- 
drücke (32.)  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  addirt,  so  erhält 

F(x) 
man  n ,0,   roi*>  wo  der  Nenner  vom  Grade  2ß,  der  Zäh- 

lei  aber  höchstens  vom  Grade   2ß  —  1  ist.    Jetzt  findet  man 
durch  Division 
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(33. )       F(x)  =  [(*  —  ff)*  +  A>]  Fi  {x)  +  P,x  +  Qx , 

also 

fttn  *W  _      Pi*+Q>       ,  Jj(*) 

1     j  [(*  -  <J?  +  »Y  ~~  [(*  -  J7)2  +  A2F      [(*  -  <7)2  +  A2?-1 " 
Ebenso  findet  man 

In    derselben    Weise    kann    man    fortfahren   und   erhält 
schliesslich 

(86)  J^-+—2i—+     +*L+—2l—+—£l +     +Ü- 

~  [(*-*)'+ A1]*  +  [(*-?)»+ A»].*-i  "*"  "  • +  (*  -  <7)2+ A2 ' 

Die  Berechnung  der  Grössen  P,,  Q,,  P2,  Q.2>-.«^*5  Q* 
erfolgt  jetzt  wieder  wie  früher,  indem  man  den  Ausdruck,  welcher 

sich  für  ~-y  durch  Partialbruchzerlegung  ergiebt,  vorläufig  aber 

J\x) 
noch  die  unbestimmten  Grössen  P,,  Q,,  P2,  Qj, . . .  P*  Qv*  u.  s.  w. 
enthält,  mit  /(*)  multiplicirt,  nach  Potenzen  von  x  ordnet  und 
die  einzelnen  Coefficienten  den  gleichstelligen  Coefficienten  von 
<p(x)  gleichsetzt.  Dadurch  erhält  man  n  lineare  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten,  deren  Auflösung  nach  diesen  Unbekannten 
immer  möglich  ist. 

Man  kann  aber,  auch  hier  die  Rechnung  wesentlich  abkürzen, 
indem  man 

(x  —  ff)*  +  A2  =  0,    oder    x*  =  2ffx  —  g^  —  K1 
setzt.    Dadurch  kann  man  die  eben  beschriebene  Gleichung  auf 
den  ersten  Grad  bringen  und  durch  Gleichsetzung  der  gleich- 
stelligen Coefficienten  die  beiden  darin  verbliebenen  Unbekannten 
P,  und  Qt  berechnen. 

Am  besten  wird  dieses  Verfahren  durch  Beispiele  erläutert. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Func- 

x  4-  1 
tion    t ,   ,  .,  ,   ,NO  in  Partialbrüche  zerlegen. 

(.r  —  1)  (xl  +  l)2 
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Auflösung.    Nach  dem  Gesagten  muss  man  hier 

(V,  ,  X+1  -  -A-  4-  P'g  +  Q'  4-  ^+0» 

^      j  (*  —  1)  (*»  +  l)»  "~  x  —  1  "•"   0l  +  1)*  "*"     *2  +  1 

setzen.    Wenn  man  diese  Gleichung  mit  (x  —  l)  (x1  +  l)1  mul- 
tiplicirt,  erhält  man 

(38.)ar+l=^(^+l)2+(P,*+Qi)(«-l)+(A^+Qi)(^-l)(^+l), 
oder,  wenn  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  fallenden 
Potenzen  von  x  ordnet, 
(39.)    *+l=*«(ii+P,)+*»(-Pa+Q1)+a0(2^+P1  +  Pj—  Q2) 

+  a<_-PI+Q1_pa+OJ)4-(^_Q|_O0. 
Durch  Gleichsetzung  der  gleichstelligen  Coefficienten  ergiebt 
sich  hieraus 

A  +  P2  =  0, 

—  p2  +  a2  =  o, 

(40.)  J       2^4  +  Pj  +  P,  —  Qj  =  0, 

_PI  +  Ql_p1  +  0,  =  1, 
-4  — 0,-0*  =  1. 
Löst  man  diese  Gleichungen  auf,  so  findet  man 

(41.)  A  =  ±,     P,  =  -l,     Q,=0,     P,  =  -i,     Q,  =  -±, 
also 

K     mJ  (x  -  1)  (*»  +  l)2  ~~  2  \*  —  1       (*»  +  l)2       x*  +  l) 

Die  Rechnung  wird  wesentlich  abgekürzt,  wenn  man   in 
Gleichung  (38.)  zunächst  x  =  1  setzt.    Dadurch  erhält  man 
(43.)  2  =  4-4,    oder    A  =  \. 

Für  x1  =  —  1  geht  sodann  Gleichung  (38.)  über  in 
(44.)  x+l  =  (Pxx  +  Q,)(*  -  1)  =  {-Px  +  Qi)z  —  Pl  -  Q,, 
und  daraus  folgt 

(45.)  _pl  +  Q1  =  l,    _/>t  — Ql3=if 

(46.)  Pt  =  —  1,  Qt  =  0. 

Um  noch  die  beiden  Grössen  P2  und  Q2  zu  berechnen, 
braucht  man  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (38.)  nur  die- 
jenigen beiden  Coefficienten  zu  berechnen,  welche  sich  am  leich- 
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testen  ermitteln  lassen,  nämlich  die  Coefficienten  von  xK  und  s°. 
Wenn  man  diese  Grössen  den  gleichstelligen  Coefficienten  auf 
der  linken  Seite  von  Gleichung  (88.)  gleichsetzt,  erhält  man 
(47.)  -4  +  P2  =  0,    ^-Q,  — Q2  =  i, 

oder  mit  Bäcksicht  auf  die  Gleichungen  (43.)  und  (46.) 
(48.)  P»  =  -*,     0*  =  -*. 

Daraus  ergiebt  sich  wieder  Gleichung  (42.). 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Func- 

3s5  +  2x*  +  6a:3—  11z2—  12s  —  8    .      „  ^.  «    -  , 
tion   l—, jrrrr — — — —^ in  Partialbruche  zer- 

(s  —  2)2  (s  +  2x  +  2)2 


Auflösung.    Hier  ist  zu  setzen 

/(*)  ""(*  —  2)2       *  —  2~l~(s2+2s+2)2"t"s2  +  2s  +  2 
folglich  wird 
(50.)  y(s)  =  3s5  +  2s*  +  6s3  —  11s2  —  12s  —  8 

=  -4,(s2  +  2x  +  2)2  +  Ai(x  —  2)  (s2  +  2s  +  2)2 
+  (P^+Qt)  (s— 2)2+(P2s+Q2)(s— 2)2(*2+2s+2). 
Dies  giebt  für  s  =  2 
(51.)  100  =  100.4,,    oder    Ax  =  1 

und  ffir  s2  +  2s  +  2  =  0,    oder   ,s2  =  —  2s  —  2 
lOs+30  =  (PtX+QJ  (— 6s+2)  =  (14P,  — 6Q,)s+(12Pt  +  2Q,), 
also 

(52.)  7P,  —  3Q,  =  5,     6P,  +  Qi  =  15, 

(53.)  P,  =  2,     Q,  =  3. 

Setzt  man  jetzt  noch  die  Coefficienten  von  s5,  s4  und  s° 
auf  beiden  Seiten  von  Gleichung  (50.)  einander  gleich,  so  er- 
hält man 

^2  +  P2  =  3,    At  +  2A2  —  2P2+  02  =  2, 
4^,-8^  +  40!  +802  =  — 8, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (51.)  und  (52.) 
(54.)  A2  +  P2  =  3,     2.42  — 2P2+  Q2  =  l,     A2—  Q2  =  3, 
also 
(55.)  -42  =  2,     P2  =  l,     Q2  =  — 1. 

13* 
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Indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (49.)  einsetzt, 
erhält  man 

3s5  -f  2x*  +  6s*  —  ILk2  —  12s  —  8  __ 

0  —  2)2  (s*  +  2z  +  2)2  ~~ 

1  2  2a?  +  8  s  —  1 

(Ä_2)»  +  x  —  2  +  (*2  +  2z  +  2)*       **  +  2^  +  2' 

Bei  der  Zerlegung  von  ^i*2  in  Partialbrüche  ist  voraus- 
J  \x) 
gesetzt,  dass  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  fix)  =  0  ermit- 

telt  hat. 

Weitere  Uebungs- Aufgaben  kann  sich  der  Anfänger  sehr 
leicht  selbst  stellen,  indem  er  beliebig  gewählte  Partialbrüche 
auf  den  gemeinsamen  Generalnenner  bringt  und   dadurch  die 

Function  ^4  bildet. 

§  29. 

Integration  der  Functionen  ~^—  dx  und  — ^~^d.r. 

x  —  a  (x  —  a)n 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  19,  53,  54,  55,  57,  59  und  104.) 

Die  Zerlegung  in  Partialbrüche  macht  es  möglich,  jede 
gebrochene  rationale  Function  zu  integriren,  denn  man  kann 
sie  nach  den  Ausführungen  der  vorhergehenden  Paragraphen 
stets  (nötigenfalls  nach  Absonderung  einer  ganzen  rationalen 
Function)  in   eine  Summe  verwandeln,  deren  einzelne  Glieder 

A  A 

entweder  die  Form  oder  7 r-    haben.     Diese   Aus- 

x  —  a  (x  —  a)n 

drücke  kann  man  aber  sehr  leicht  integriren. 

Setzt  man  nämlich 
(1.)  x  —  a  =  t,    also    de  =  dt, 

so  wird  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 


/^*-Vt-j"- 
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oder  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  19  der  Tabelle 

(2-)  f^rad*  =  A^*-«)- 

Ferner  wird,  wenn  n  von  1  verschieden  ist,  nach  Formel 
Nr.  9  der  Tabelle,  indem  man  m  =  —  »  setzt, 


oder 


J  (z  —  af  J  t*  J  —  n  4-  1 


m        /< 


■öfcr  = 


(x  —  a)n  (n  —  l)(x  —  o)n-1 

Für  n  =  2  ergiebt  sich  hieraus  Formel  Nr.  57  der  Tabelle; 


nämlich 

,      .         f  dz  f    dz 1_ 

t3a''        J  X2  +  2i*  +  J*  -7  (*  +  J)a  s  +  b' 

Wendet  man  dies  auf  die  in  §  27  und  28  behandelten  Bei- 
spiele an,  so  findet  man  ohne  Weiteres  die  Lösung  der  fol- 
genden Aufgaben. 

*  t    u    *      f   15s2  — 70*  — 95      ,        0 
Auf9ab*  '•  J  «,l,te»-ite  +  42  dx  =  ? 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  1  in  §  27  ist 

15a;2  —  70*  —  95  3       ,       5  7 


x3  —  6a;2  —  13a:  +  42  —  x  —  7  ^  a;  +  3  T  *  —  2 
folglich  wird 

/*  15a;2— 70a:—  95  /*  «     j     ,    /*  6      .         /*    7       , 

Jx>-W-13x+i2dx=Jx=id*+j7+3d*+j^r2d* 

=  3l(x  —  7)  +  5/(a;  +  3)  +  7/(a-  —  2) 
=  /[(•  —  7;»(*  +  3)5  (.r  —  2)»J. 

Aufgabe  2.    /4^-^*  =  ? 

y     Z%  X 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  2  in  §  27  ist 
*2+l  =  __l.f  _J.  1 


z'A  —  x  x      s  —  i'ay  +  x 

folglich  wird 
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°  x  —  a  {x  —  a;n 

J  x*  —  x  Jx  J  x  —  1  Jx+l 

=  —lx  +  l(x—l)  +  l(z  +  1) 


•**"■  /p-S^S^-» 


4a:2  —  153:  -f  19 

1)  (x  —  2)  (x  —  3)  ' 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  3  in  §  27  ist 

4a:2  —  15a:  +  19         _      4 5_  5 

(x  —  l)(x  —  2){x  —  3)~~a:  —  1       a:  —  2  +  x  —  3' 
folglich  wird 

/'      4a:2— 15a: +19        j    __      f  dx    _      C  &c_  f  dx 

{z_1Hx-2){x-3)ax-yx-l       7*--2  +7*7=3 

=  4/(a:  —  1)  — 5/(*  — 2)+-5/(*  —  3). 


Auflösung.    Nach  Aufgabe  4  in  §  27  ist 
1         =  J_  /  2 


> 


1  +  x  —  x1       Yb\2x  —  l  +  yb        2x  —  1  —  V5. 
folglich  wird 

7  1  +  *  — **~j/5  Vj  2z—  1  +  1/5       J  2x—l  —  YE/ 
=  -L  [/(2a:-  1  +  1/5)  -  /(&  -  1  -  V^ 


=    1    /2a:—  1  +  V5\ 
1/5    W— 1  —  1/5/ 


Aufgabe  5.    / 


2a:3— 7a:2  — 6a:  +  8 


dx  =  ? 


xl  —  6a:  +  7 
Auflösung.    Nach  Aufgabe  5  in  §  27  ist 
2  3— 7a:2— 6a-+8_„  1  _/3  +  10l/2         —3+101/2 

,2_te+7        -^+°H"2l/2VxT-3-l^  +  a:-3+^ 
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folglich  wird 

1     r  /(8  +  10l/2)<fo         /•(— 8+  lOyfyditl 
+  2V2L/   s-3-)/2      V       .r-3  +  V2     J 

=  x*  +  bx  +  i[(3  +  l0V2)l(x  —  3  — V§) 

+  (-  3  +  10^2)  l(x  —  3  +V2)] 

= " + fa + iwts'C£^)+ 10^,-te+7)] 
=*!+5*+;f?'C-Ei7l)+5,(*,-to+')- 

.<    u    c      /*(13.r2  — 68z  +  95)<fo:       0 
Aufgabe  6.  y^_5)(a;2_to+;3)  =  ? 

AuflSsung.    Nach  Au%abe  Nr.  6  in  §  27  ist 

13*2— 68a; +95      __     10  3  —8t  3  +  8t 

(*— 5)(*2— 6a:  +  13)  ~~  x  —  5  +  2->— 3— 2i)+  2(s  —  3  +  2**)' 
folglich  wird 

f(l$x*— 68*  +  95)<fe  /% J^_    .   3~ 8»  C _J±_ 

J  (x— 5)(s2—  6#  +  13)~~     y  s—  5  +      2     J  x—S—2i 

S  +  St  f       dx 


u-fe 


2    ya;— 3+2» 
=  10/(*—  5)  +  ^=^/(z— 3— 2t) 

+  »±2f|(,-8+ao. 

Dieses  Resultat  befriedigt  deshalb  nicht,  weil  es  complexe 
Grössen  enthält,  obgleich  man  es,  wie  später  gezeigt  werden 
soll,  auf  eine  reelle  Form  bringen  kann. 

t  «    k     i      /*4*3  — 63x2+  338*  — 619  ,        0 
Aufgabe  7.    /  7 ^r? —r dx  =  ? 

AuflSsung.    Nach  Aufgabe  1  in  §  28  ist 
4*3  —  63a-2  +  338*  —  619  4,2  3 


(x—  7)(x  —  5)*  x—  7   l  (x  —  5J:i      {x  —  bf 
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folglieh  wird 

fix3— 63*2  +  338a;— 619  j   _      f  dx  f     dx 

J         (x-l)(x-hf        ^-y^Zi  +*J{x-5y 

*  i    •.     o      /3a;3  +  10a:2  — a-,        „ 
Aufgabe  8.  j  — (T,_1)2      <&  =  ? 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  2  in  §  28  ist 

3a;3  +  10a;*  —  x  3  4  2  1 


(a;2— l)2  (*—  l)2       x  —  1       (*+l)2       a;+l 

folglich  wird 
/"3a;3  +  10a;2— a;  ^        „  /*     dx  f   dx  f     dr 


-<£#)■ 


5#  +  1 


Die  einfachsten  Fälle  der  Paitialbruchzerlegung  sind  schon 
im  ersten  Theile  (§  8)  berücksichtigt  worden.  So  ergiebt  sich 
z.  B.  Formel  Nr.  53  der  Tabelle,  nämlich 


/dx     __  J_   /.?  —  a\ 


ohne  Weiteres  durch  Partialbruchzerlegung,  denn  es  ist 

(4.)  -ö S  = 1 ; > 

xl  —  a2      x  —  a      x  +  a 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  (x  —  a)  (x  +  a) 
=zx2  —  a?  multiplicirt, 

(5.)  1  =  A(x  +  a)  +  B{x  —  a). 
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Dies  giebt  für  2;  =  a 


und  für  £  =  —  a 


1  =  2-4a,  oder  A  =  — j 
2a 


1  =  — 2Ä/,   oder  5  =  — -i-- 

2a 


Setzt  man  diese  Werthe  von  A  und  B  in  die  Gleichung  (4.) 
ein,  so  erhält  man 

«JL/.J 


**—  a*       2a\a; 
also 

dx 


—  a       #  +  a/ 


In  gleicher  Weise  ergeben  sich  auch  die  Formeln  Nr.  54 
und  55  der  Tabelle,  denn  es  ist 

CO  ,._.,',._.,-^r  +  :  * 


(#  —  art)  (rc  —  #2)       a:  —  xx       x —  x2 
oder 
(8.)  1  =  A(x  —  x2)  +  B(x  —  xl). 

Dies  giebt  für  x  =  #, 

(9.)  1  =  -4  fa  —  x2\   oder    -4  = » 

und  für  #  =  :r2 

(10.)  l  =  JB(ar2  — art)   oder   £  =      l 


x2—xx 

Dadurch  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Foimel  Nr.  55 
der  Tabelle 

(ho      ? — * — , = -i-  (-i l_), 

v      '  {x Z\)[Z  —  *2)       rx — x2  \x — xx         x — xrf 

(12.)       f — A — =-±-l(*=*l). 

J\x~  x\)\x  —  x<i)       xl—x2\x  —  x2/ 
Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  Formel  Nr.  54  der  Tabelle, 
denn  bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 
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(13.)  *2  +  2bx  +  c  =  0 

mit  X)  und  «2,  so  wird  

(14.)     /*t=— *+v**-c,  *2  =  — a-ys^ 

(15.)  (2:  —  *,)  (*  —  :r2)  =  s2  +  2*2:  +  c, 

so  dass  Gleichung  (12.)  übergeht  in  

(1a)         f        dx         =        1       Y(z  +  b-Vb*-c\ 

K     'J  Jx*+2bx  +  c      2]/P=^  \*+*+|/p=7/ 

Ebenso  findet  man   auch  Formel  Nr.  59   der  Tabelle  am 
einfachsten  durch  Partialbruchzerlegung,  denn  es  ist 
M7^  ifr+Q        __     A  B 

(17.)  ; 77 >.   = > 

V        '  [X «i)(# —  x2)        X Xx         X X2 

(18.)  Px+  Q  =  A(x  —  xj  +  B(x  —  *,). 

Dies  giebt  für  x  =  xx 

(19.)       Px{+  Q  =  A  (rr,  —  *2)f    oder   ^4  =    *x  +     > 

^1  —  ^2 
und  für  rr  =  a;2 

(20.)       P*2  +  Q  =  £(**  — *,),  oder  i?  =  ^?±_Q. 

^2  —  x\ 
Daraus  folgt  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  59  der 
Tabelle 

(2L)        ft+Q         _j_(*&+g.*&+g), 

v      '     (#  —  äj )(#  —  #2)       ^1  —  x2  \  ^  —  ^1  ^  —  ^  / 

(22<)  ?(ft+Q)& 

-i-  [(ft,  +  Q)  1  (*  -  *,)  -  (P*2+  Q)  1  (*  - *,)]. 
§  30. 

Integration  der  Functionen 
dx        und         * 


(*  -  ff)2  +  A2  [(*  -  9)*  +  A*]» 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  105  bis  107.; 
Nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle  war 
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Der  Zusammenhang  dieser  Formel  mit  Nr.  53  der  Tabelle, 
nämlich  mit 

ergiebt  sich  aus  der  Beziehung  (vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  182 
der  Tabelle) 

Vertauscht  man  nämlich  in  Gleichung  (2.)  a  mit  ai,  so  er- 
hält man 

j^T^ = ^r1(j+^)= ~^r  KSt?)+1(_1)J' 

oder  mit  Rücksicht  auf  D.-R.,   Formel  Nr.  181  und  182  der 
Tabelle 

f  <fr      =    1    }(1  +  ^\  |  (2*+!)™ 
Jxl  +  a*       2ai  \l  —  *±)  2ai 


=  iarctgg) 


+ 


(2h  +  l)n 


2a 
Diese  Gleichung  stimmt,   abgesehen  von  der  Integrations- 

Constanten  ^-^ — ^,  mit  Gleichung  (1.)  überein. 

Aus  Formel  Nr.  20  der  Tabelle  ergiebt  sich  Formel  No.  56, 
nämlich 

indem  man  das  Integral  auf  die  Form 


h 


f(r  +  by  +  c  —  b* 
bringt  und  c  —  bl  gleich  a2  setzt.    Dieses  Integral  geht  in 

über,  wenn  man 


dx  dx 
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(6.)  h  =  —9,     e  — 4*  =  A* 

setzt.    Noch  unmittelbarer  erhält  man  dieses  Resultat  durch  die 

Substitution 

(7.)  x  —  g  =  ht,       dx  =  hdt, 

dann  wird  nämlich  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (5.) 

/a  \     f        dx  C     hdt  1  f  dt  1        .     . 

^arctg(^). 

/*    <&• 

Dieselbe  Substitution  kann  man  anwenden,  um  ln .,  ,  .,■. 

zu  berechnen  für  den  Fall,   wo  » >  1  ist;    dann  erhält  man 
nämlich 

1      /'     dt 


(9)       f  **  f     **        _      1     / 

'      J[K*  ~  9)'1  +  A2J"  ~JVn(\  +  < V  ~  t^-Ji 
Nun  ist 

ri0v  1       _l  +  fi-fi_  1 fi__ 

K     "'      (1  +  **)"  ~    U  +  <2)"    ~~  (1  +  ''2)""'        C1  +  'V' 
folglich  wird 

dl.)      r  dt  «  r_* /  *»  . 

Setzt  man  jetzt  in  Formel  Nr.  61  der  Tabelle,  nämlich  in 
Judv  =  «c  — Jvdn, 
—  L  —      2tdt      —  <*(1  +  *2) 

also 

—  1 


rftf  =  ^  <//?      v  = 


"(»  —  l)(l+^)H-! 
so  erhält  man 

(19)   f    ™        -  '  |  l  f      « 

J(\  +  P)"  ~       2  («—1) (1 +/1)"-1  T2(»- 1)/(1 4 <«)—«  ' 
und  wenn  man  diese  Gleichung  von  Gleichung  (11.)  subti-ahirt, 


dx  dx  ^05 
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n«n  f  dt     ~\  t  .  2"~3/    * 

V      VU+  '2)H  (2*1—2)  (1  +  J2)*-1  "*"  2*  —  2/(1+  ^)— »' 

Durch  diese  Formel  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  ein- 
facheres zurückgeführt.  Durch  wiederholte  Anwendung  kommt 
man  schliesslich  auf 

Beispiel  fiir  n  =  3. 


also 


f     dt       __  f  3  f     dt 

J(\  +  t*y  -  4(i  +  pp  +  4/(1  +t*)*' 

k 


dt  t         .  1       *   , 


(1  +  fi)*       2  (1  +  **)   r  2 

dt  ■  t  ,  3t         ,  3        .    , 


(1  +  <2):>      4(1+*2)2  '  8(1  +  fi)      8 
_<(3<«+5)      3 

-8(^  +  iy  +  snagtm 

Man  kann  das  gesuchte  Integral  auch  auf  Formel  Nr.  65 
der  Tabelle  zurückführen,  indem  man 

(14.)  t  =  tg«,  also z  =  arctg*,  dz  =  y+ä 

setzt,  dann  wird  mit  Kücksicht  auf  Formel  Nr.  65  der  Tabelle 

15.)  1+0-1+tg*«^-,  j^-coA,  —l—j^eo^-»., 

=  SÜ1*  [db  C0S2""SS  +  (2.-2)721-4)  C0S?""5ä 
(2/»— 3)(2«— 5). ..5. 3  1     (2»-3)(2tt— 5)...5.3.1 

"l""*","(2/*—  2)(2»— 4). ..6.4. 2        J  "•"  (2m— 2)(2»-4) 


6.4.2Z* 


Dabei  ist 


(17.)      cos«  =  ,  sinz=    . — '. — -,  sin«cos*= 


Fär  /»  =  3  erhält  man  z.  B.  wieder 


„„-       „.       T                    „      „                  (Px  +  Q)dx       ,     (Px+Q)dx 
^Uo      §  81.    Integration  der  Functionen  .    8-Lp  "^^  \(x ols-t-A2!»' 


3.1 

2* 


/T^  =  8inKicosSz+i12c08s)+! 


§  31. 

Integrationen  der  Functionen 

(Px+Q)dx  (Px+Q)dx 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  108  und  109.) 
Setzt  man  in  Formel  Nr.  58  der  Tabelle,  nämlich  in 
f(Pz  +  Q)dx       i\,  ,  ,   oA     ,     .,fn      ^f         dx 

(1.)  b  =  -g,     c  — *»  =  *«, 

so  geht  sie  über  in 


oder  nach  Formel  Nr.  105  der  Tabelle 


In  ähnlicher  Weise  kann  man  1,4— - — . ,  ,   .  f  '    auffinden, 
wenn  »  >  1  vorausgesetzt  wird.    Es  ist  nämlich 
u\    f  (Px  +  ^   -  fp(*  —  9)  +  *V  +  Q ,,„ 

_P  f2{x  —  g)dx     t  ,n  f         dx 

~~  V [(*-?)2+ä2]» + ^  +  wl/[0r-^)2+A*f 

Setzt  man  jetzt 
(5.)  (*  —  ^)2+A2=y,     also     2(x  —  g)dz  =  dy, 

und 

(6.)  #  —  ff  =  ht,     also     di  =  A<fc, 

so  geht  Gleichung  (4.)  über  in 
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dt 


f  (Px  +  Q)dx         P  fdy       Pff+Qf 


+  t*r 


oder 


PO        ß»+«>*     — 

Pff+Qf     dt 

■*"  **•- « 7(i  +  **)•' 

wobei  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  nach  Formel  Nr.  106 
oder  107  der  Tabelle  berechnet  werden  kann. 


[(*  —  9?  +  h*]H  (2n  —  2)[{z  —  9)*  +  h*\»-i 

Pff+Q 


§  32. 

Uebungs-Aufgaben. 

.  «     u     ,  /Tl8*»—  68a;  +  95)  dx      0 

A«f9^1-  y(;_-5)(*»-6*+13)  =  ? 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  6  in  §  27  ist 
(    x  13a:2—  68a:  +  95       _     10  Sa?  +  7 


(s  —  5)  (z*—  6x+  13)       z  —  5  ^  *2—  6a:  +  13 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle 

<2-)  y2rg  =  «>i(«-5) 

und  nach  Formel  Nr.  108  der  Tabelle 

m  /(S*  +  7)<fr   _   /(3a;  +  7)<fo 

1    ;        Jx*—  Qx  +  13  ~J(x  —  3)*  +  2* 

=  |i  (**_  6a;  +  13)  +  8  arctg(^^), 
folglich  wird 

+  8arc%(^1-i-). 

Aufaabe2    /W- 25*  +  89)<fe    _? 
Aufgabe  Z.  y(jp  _  3)(a;2_  4x  +  20)-f 
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(5.) 


Auflösung.    Nach  Aufgabe  7  in  §  27  ist 
6**—  25r  +  89  4       ,         2.r- 


(x  —  3)  [z1—  ±x  +  20)       x—  3       z*—  4x  +  20 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle 

und  nach  Formel  Nr.  108  der  Tabelle 

f(2x-S)dx         f(;2x-S)dx 
K  '}  Jx*—  4x  +  20      ./(*  —  2)2  +  4* 

=  1  (**—  4a:  +  20)  +  |  arctg^^^Y 
folglich  wird 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  3  in  §  28  ist 
(<n  *+1  V    1 2x  *  +  *  \ 

^  *;     (*  —  1)(*»  +  1)2  ~  2  U  —  1       O2  +  l)2       *2  +  1/ 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle 

nach  Formel  Nr.  109  der  Tabelle  ist 

2rdx  1 


(1,-)  /* 


\a?*+ 1)2  .r2  +  l 

und  nach  Formel  Nr.  108  der  Tabelle  ist 


(12, 


)   f{rz+ix  =  i1  (** + 1) + •«* *■ 


Dieses  letzte  Resultat  hätte  man  auch  mit  Hülfe  der  For- 
meln Nr.  24  und  18  der  Tabelle  finden  können.  Aus  den  Glei- 
chungen (9.)  bis  (12.)  ergiebt  sich  daher 
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.  ,     u     *      /*(3x5+  2a;»  +  6a:5— Ihr1— 12a;  —  B)dx 

Auf8abe  *•  /" (s-2y(*+*«+2)» =  ? 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  4  in  §  28  ist 

.   3s5  +  2s4  +  6.r>—  11s2— 12s  —  8_  1  2 

V14'J  (rr  _  2)2(^2  +  2s  +  2)2  ~~  (s  —  2)2  +  x  —  2 

,  2s  +  3  ,        s— 1 


(s2+2s  +  2)2  '   s2  +  2s  +  2 
Nun  ist  nach  den  Formeln  Nr.  104,  19,  108  und  109  der 
Tabelle 

,.ftv  f\x  —  l)dx    _f{x—\)dx 
Vx>->Ja*+  2a-  +  2  "7(a;  +  1)«+  1 

=  ^l(a;2  +  2a;  +  2)  —  2  arctg  (a:  +  1), 
/•  (2a:  +  3j<fe  /*  (2a;  +  3)<fo 

U    V(*l  +  2a;  +  2)*-J[(z  +  1)*+  lf 


7ü+ 


~~         S2+  2S  +  2       J  (1  +  <2)2 

wobei  s  +  1   gleich   *  gesetzt  ist.     Dies  giebt  nach   Formel 
Nr.  106  der  Tabelle 

f  dt  t         i  r  dt 

(         }  J(l  +  <2j2  -  2(1  +*2)  +  2J  1  +  *> 

+ -arctg* 


2(1  +  ^)  r  2 


*  +  1         +iarctg(s+l), 


2  (s2+  2s  +  2)   '    2 
folglich  wird 

r(3s5+  2s4  +  6s3  — 11*2— 12s  — 8)  ds  _ 
1      '  J  (s  —  2)*{z*+2z+2)*  ~~ 

_-L-  +  2l(s-2)    ■  Jr~1 


s  — 2^       v  y   '  2(s2  +  2s  +  2) 

+  *l(s*  +  2s  +  2)  —  |  arctg  (s  +  1). 

Stegemanxi- Kiepert,  Integral-Rechnung.  14 
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Auflösung.    Da  in  diesem  Falle 
(20.)  *2+*  +  l=(*+i)2+i    . 

ist,  so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  109  der  Tabelle,  indem  man 

(21.)    P=l,     Q  =  3,    ff  =  —  h    *  =  iV8,    »  =  2 
setzt, 

/g^  r  (g  +  s)cfa  __         i  20  r_* 

1        V(*'  +  X  +  l)2  -  2(*2  +  x+  1)  +  5yf  J(l  +  fif 

wobei 

(23.)  2*  +  1  =  1 1/3 

gesetzt  ist.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  106  der  Tabelle 

(24-)        irT^=2öT^)+iarctg:' 

-8(*«  +  «+l)+2  "^V     V8     / 
also 

.      s   /•(g  +  8)«fa     _       5*  +  l         ,      10  /2£+l\ 

wj(X2+x+1)7  -  8(*«+Ä+i) + i^r arct*  vvrl 

Aufgabe  6.  y^ >>+  r  =  ■> 

Auflösung.    Hier  ist 


5z1— 8z  — 4  .4      ,     Px+Q 


-> 


oder,  wenn  man  mit  (.r  +  1)(#2 —  x  + 1)  multiplicirt, 
(27.)  5a-2—  8z  —  ±  =  A  (**—  *  +  1)  +  (A  +  <*)(*  +  1). 

Dies  giebt  für  x  =  — 1 
(28.)  9  =  3-4,    oder    A  =  S 

und  für  s2 —  s  + 1  =  0,    oder    z1  =  z  —  1 

-3z  —  9  =  (2P  +  Q)*  +  (—  P  +  Q), 
also 
(29.)  2P+Q  =  — 3,     — P+Q  =  — 9, 
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(30.)  P=2,     Q  =  —  7, 

/01  N  5#2  —  8s  —  4  3        ,       2z— 7 

(310  — sm —  =  m  +  ; 


s3  +  1  2:  +  1   r  **—  #  +  1 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle 

<**■)  8^TT  =  81(*  +  1) 

und  nach  Formel  Nr.  108  der  Tabelle 

f{2x-l)dx  _  (\2x-l)dx 
W  J  z*-x  +  l    -J(x  -  *)*  +  | 

=  i(a.*_  *  +  i)  _  4l/äarctg(^-^), 

folglich  findet  man 

(^0/^^=3l(,+l)+l(,^+l)-4^arctg(^) 

Dem  Aniänger  wird  die  Prüfung  der  vorstehenden  Auf- 
lösungen durch  Differentiation  empfohlen. 

In  manchen  Fällen,  wo  die  Integration  durch  Partialbruch- 
zerlegung  sehr  umständlich  oder  in  Folge  von  algebraischen 
Schwierigkeiten  gar  nicht  durchführbar  sein  würde,  gelingt  die 
Integration  durch  zweckmässige  Umformungen  und  Substitutionen, 
wie  durch  einige  Beispiele  zur  Erläuterung  gezeigt  werden 
möge. 

Auflösung.    Setzt  man  in  diesem  Falle 
(35.)  x  ==  —  i    also    dz  =  — -j> 

so  wird 


oder 

=  si(4T)=i(^=> 


14* 
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Man  kann  dieses  Resultat  auch  in  folgender  Weise  finden. 
Es  ist 

1       _  (x*+l)  —  x*  _  1  y2 

x(x*+l)~~      x(x*+1)    ~~  x       x*+l' 
also 

/'       dx       _  fdx       j*x2dx 

J*{**+ 1)    jT    Jx^TT 


-b-^+.).i(P^_). 


Auflösung.    Setzt  man  in  diesem  Falle  wieder 

(38.)  •r==7'     a'so    c*r  = — TP 

so  wird 

oder 

=  K^Tr)=1(v^+t)' 

Auch  hier  findet  man  dasselbe  Resultat  aus  der  Gleichung 

1         _(**+!)  —  x*_l  x* 

x  (x*  +  1)  ~~    x  (x*+  1)     ~~  z      x*  +  l' 
aus  der  dann  unmittelbar  folgt 


VIII.  Abschnitt. 
Integration  der  irrationalen  Functionen. 

§  33. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Im  ersten  Theile  der  Integral- Rechnung  sind  bereits  irra- 
tionale Differential-Functionen  in  grösserer  Anzahl  integrirt  und 
in  die  Formel -Tabelle  aufgenommen  worden.  (Man  vergleiche 
die  Formel-Tabelle  Nr.  17,  21,   22,  23,  25,  26,  27,  70  bis  89). 

In  Betreif  der  übrigen  irrationalen  Differential-Functionen 
ist  zu  bemerken,  dass  es  verhältnissmässig  nur  wenige  Fälle 
giebt,  bei  denen  sich  die  Integration  durch  Anwendung  algebrai- 
scher Functionen  oder  der  bisher  bekannten  transcendenten 
Functionen  ausführen  lässt.  In  den  meisten  Fällen  werden 
durch  die  Integrale  algebraischer  Differential-Functionen  neue 
(d.  h.  bisher  noch  unbekannte)  transcendente  Functionen  erklärt. 

Hier  mögen  zunächst  solche  irrationale  Differential-Functionen 
in  Betracht  gezogen  werden,  welche  sich  durch  eine  Substitution 
auf  Functionen  zurückführen  lassen,  deren  Integral  bereits  be- 
kannt ist,  oder  in  rationale  Differential-Functionen  umgewandelt 
werden  können,  und  zwar  sollen  nur  die  einfacheren  Fälle  be- 
rücksichtigt werden. 

§  34. 

Integration  rationaler  Functionen  der  Argumente 

a  +  bx  \;r     /  a+bx \j- 


/  a  +  bx  \  y     /  a  +  bx  \  f 
r'  \A  +  Bx)  '    \A  +  Bx)   ? 


(Vergl.  die  Forrael-T;ibelle  Nr.  110  und  111.) 
Kommen  in  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  keine 
anderen  Irrationalitäten  vor  als  Wurzeln  aus  x  selbst,  so  lässt 
sich  die  Differential-Function  durch  die  Substitution 
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(1.)  r  =  t* 

sehr  leicht  rational  machen,  wenn  man  den  Exponenten  *  so 
wählt,  dass  x  durch  alle  auftretenden  Wurzel-Exponenten  theil- 
bar  ist. 

Wie  dies  gemeint  ist,  möge  zunächst  ein  Beispiel  zeigen. 

Aufgabe  1.     A>^-7  p  + 12}^)^  =  ? 

z(Vz—  Vx) 
Auflösung.    Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Wurzel- 
Exponenten  2,  3,  4  und  6  ist  12,  folglich  muss  man 
(2.)  j-  =  <i* 

setzen  und  erhält 

(3.)  y&  =  #,   yz*  =  fi,   Vz~=t%  Vz~=t*,  V7-t\ 

Dies  giebt 
.      fjVz*—  7  V^+12  Vx~)dz  _  10/fo9  —  7^+  12l«)t"dt 

^  J  sfc-\7)  "    J        **&=*> 

_10  /'(<6-  7t*±l2t*)dt. 
-12J  ITZi 

Nun  ist 
(5.)     t6  —  7t>+12(s  =  (l*— 1)(<4—  7fi+fi+5t+l)+5t  +  l, 
also 
(6)     t'-7^+12*=ti_7p+ii+bt+1  +  U±^ 

3      .       2 


=  ti—7fl  +  t*  +  öt+  1  +; 


1  '   t+1 
folglich  ist 

+  Bl(t—  l)  +  2l(*+l)lt 
wobei  nach  Gleichung  (2.) 


12  _ 


ist. 
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Daraus  erkennt  man  schon,  dass  die  oben  angegebene  Regel 
ganz  allgemein  anwendbar  ist,  denn  aus  Gleichung  (1.)  er- 
giebt  sich 

(8.)      ff(x,x^,    xT,...)dx=ff{i*,    t\  t7...)*rXdt, 
wobei  die  Exponenten  — >  — >  •  •  •  sämmtlich  ganze  Zahlen  wer- 
den,  wenn  x  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Zahlen  /», 
q, . . .  ist. 

Auf  diesen  Fall  kann  man  den  allgemeineren  zurückfuhren, 
wo  unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale  Function  der  Argu- 
mente 

/q  +  bx\$    /  a  +  bx  \j 
X'\A+Bx)  '   \A  +  BxJ  '"' 
steht.    Setzt  man  nämlich 
,~  %  a  +  bx 

so  wird 

,  .„  N  Ay  —  a         ,        (Ab  — Ba)  dy 

so  dass  man  erhält 

Ist  jetzt  x  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Wurzel- 
exponenten n,  q,  ...,  so  wird  die  Differential-Function  rational 

durch  die  Substitution 

(12.)  y  =  f. 

§  35. 

Uebungs-Aufgaben. 

V3 


Aufgabe  1.  jj^n<I*  =  ? 
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Auflösung.    Um  die  vorliegende  Differential-Function  rational 
zu  machen,  muss  man 

(1.)  V*  =  ',    also    x  —  t\    dx  =  2tdt 

setzen  und  erhält 


also  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 
(3.)        ^j^r-^l  +  j,^)* -«  +  ,(»=») 

Aufgabe  2.  ^*  j  cfe  =  ? 

Auflösung.    In  diesem  Falle  muss  man 

(4.)  Yx  =  t,     x—  P,     dx  =  3ft# 

setzen  und  erhält 

Um  3/   _    zu  ennitteln,  wende  man  Partialbruchzerlegung 
an  und  setze 
(6.)  -*-=-^-  +    P'!+Q    • 

V      /  #3 1  / 1    ~ 


—  1~~*—  1     '     *2  +   t+   1 

dies  giebt  durch  Fortschaflung  der  Nenner 

(7.)  3  =  A  (t*+  t+l)  +  (Pt+  Q)  (<  — 1), 

also  für  tf  =  1 

(8.)  3  =  3^4,    oder    A  =  1 

und  für  P  +  t  +  1  =  0 

(9.)  3  =  (-  2P  +  Q)t  +  (-P-  Q), 

also 

(10.)  — 2P+  Q  =  0,  P+  Q  =  — 3,  oder  P  =  —  1,  Q  =  — 2. 
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Dadurch   erhält   man   nach   Formel   Nr.  19   und  108   der 
Tabelle 

dt         f  dt        f(t+2)dt 


V11-;      *Jp  —  i      Jt—i    Jfi+t+l 

_l_  1  ^  l/iTorH-  tri  t 


=  1  (t- 1)  -  il  (fi+  (  +  1)  -V3-arctg(^±i), 


also 

8  _ 


(12.) /^i  dx  =  *Vx  +  1  (V*  — 1)  -  tiefe»  +V*"+  1) 
i/T       *    /2V*  +  1  \ 

-V3arctg(-W-). 

Aufgabe  3.  /ick  V a  +  *  =  ? 

Auflösung.    Hier  ist  zu  setzen 
(13.)  Va  +  x  =  t,     also     a  +  .r  =  /«,      *■  =  **  —  a,    <fc  =  2*o7, 
dann  wird 


(14.)  fzdxYa  +  *  =  /2(rf2  -  a)f2dt 

Ut  = 

5  3 


2fM-*aJP*  =  %-^ 


oder 

(15.)  fidzYa  +  z=  -kt*(3fl—  5«)  =  ^(a  +  x)yä+x(Sx  —  2a). 

Man   hätte   auch   die  Integration  in  folgender  Weise  aus- 
fahren können.    Man  setze 

(16.)  xVa  +  x  =  (o  +  x—  a)  Vä~+  x  =  (a  +  x)i—  a(a+x)\, 

also  nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle 

(17.)  fzdxYa~+~x  —f{a  +  xfi  d(a  +  x)  —  af(a  +  xpd(a+  x) 

=  \{a  +  x)%  ~{a(ö  +  z)i 
=  iV  0  +  ^)V«~+*  (3r  —  2a). 

8  

Aufgabe  4.  ßa  —  x)dx  Yyb—xf  =  ? 
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Auflösung.    Es  sei 

(18.)  yV—  x  =  t,    also     b  —  z  —  t\  x  =  b  —  t%  dx  —  —  Sfldt, 
dann  wird 

(19.)  f(a  —  x) dx  Y (b—xy=  f(a  —  b  +  fi) (—  Bfidt)  .  fi 

=  —  3/[(«  —  b)  *4  +  *7]  * 

— «p^+g 


,8(*-«)V(*-,)»(fa_8a  +  < 


*-       -■■»)• 


<fe 


—  9 


Aufgabe  5.    /— p*-- — 

Auflösung.    Es  sei 

(20.)  Yx  +  a  =  *,     also     x  +  a  =  **,     *  ==  *2  —  a,     <fc  =  2fcfr, 
dann  wird 

(21.)  £_*      =  /*»*    =  2  /[*_. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 

(22 )     dx    =  _l i^-Viy  1  ;(V^ra-Vä\ 

V     'xVx+a       }G    \t  +  Ya/      Va  \yx  +  a  +  Va/ 

i  xy7^-g-yzj\ 
=  yz\        *       )  

_    1     /x+2a  —  2ya(a  +  z)\ 

~yä\  *  / 

Aufgabe  6.    / 1/^|  dx  =  ? 
Auflösung.    Es  sei 

(23.)         y±H  =  ,,    also    «±£  =  «.,  ,  =  «g=J, 
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iaüU 

(24.)  d*=(p-+iy 

dann  wird 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  18  und  106  der  Tabelle 

(26)  JlTfl  =  nctgti 

.      ,   f    dt t  1  f  dt  t   . 

(      'JUTW  "  2U  +  P)  +  2/l+*  ~~  2(1+?)  +  *"**  ' 
folglich  wird 

oder,  da 

a  +  x  2a  t  Va2 — x1 

l  +  ^i+2-Z-?  =  -^-,    ^_=riL_L 

ist, 

(29.)       /j/jjS  &  =  2aarctg]/^  -  VSi=Ä 

Einfacher  kann  man  in  diesem  Falle  die  Integration  aus- 
führen, indem  man 


(30.)  |/l±f  =  |/_J^+^_-^±^ 

'  f   a  —  x      f   (a—x)(a  +  x)       yai—xi 

setzt;   dadurch  erhält  man  nach  Formel  Nr.  21  und  25   der 
Tabelle 

=  a  arc  sinf-  j  —  ya*—xl. 

Dieses  Resultat  weicht  allerdings  in  der  Form  von  dem  in 
Gleichung  (29.)  erhaltenen  ab;  setzt  man  aber 
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(32.)  arctg  Y±±Z  =  z,    oder  tg  ,  =  |/i±f , 

so  wird 

tg2z  =  — ±— ,     also    x  =  g  *  , 

a  —  a*  tg2z  +  1 

oder 

/.«  sin2- — cos2*  ,     .,        .  0  N 

(33.)  rr  =  a  ^-= — ■ x-  == —  a(cos2r — Sin2^)  =  —  acos(2z) 

v     y  sm2z  +  cos2~  v  J  7 

=  osinf  2z —  —jj 

deshalb  wird 

-\-x       n 


(*r\  7T  1  /  et 

— j=r  2-r  —  —  =  2arctg  J/  — 


•^* 


<•> 


§  36. 

ZurllckfUhrung  der  Differential- Functionen  von  der  Form 

F(j-,  Ya**+  2Bx+C)dx  auf  Differential-Functionen 

von  der  Form /(y,y^T7Vy,  /(y.Vy5^)^, 
/(y,V«'-y*)«&- 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  112-115.) 

Es  sei  F(x,  YAz"1  +  2Bx  +  C)  eine  rationale  Function  von 
x  und  yÄx1  +  'iBx  +  C,   dann  mögen   4  Fälle  unterschieden 
werden. 
I.  Fall.  -4>0,    &—  AC<0. 

Setzt  man 

(1.)  V2=U,       y3=~=A  ^  =«» 

so  werden  die  Grössen  a,  0  und  a  reell,  und  man  erhält 
Ax*  +  IBx  +  C  =  c*2*2  +  2«jfa  +  (7 

=  (c*r  +  /*)2  +  6'  —  ß* 

=  (ax  +  ß)2  + -, 

oder 


§  36.  Einführung  d.  Irrationalitäten  y«**  +  y*,  yp—a*,  ya'—y\     221 

(2.)  Ax*  +  2Bx  +  C  =  (ax  +  ß)*  +  a*. 

Deshalb  setzt  man 

(3.)  y  =  ax+ß  =  l£  +  * 

und  erhält 

(4.)      ,  =  vlAzil,    dx  =  ^L,  YAz*+2Bx+C=VJp  +  ji, 

also 

{5.)fjP(r,  V^+2Bx  +  C)  dx  =ß'(yl/2~  B .  V"*+?)^ 

IL  Fall.  A>0,    B*—AC>0, 

Hier  sei 

dann  sind  die  Grössen  a,  /?  und  a  wieder  reell,  und  man  erhält 
Ax°-  +  2Bx  +  C  =  «V2  +  2«#r  +  C 

=  (««  +  ^+0  — jP 

=  («*  +  ßr ^ — ' 

oder 

(7.)  Ax?  +  2Bx  +  C  =  (ax  +  ß)2—  a\ 

Setzt  man  also 

fr,    \  .         ,»  -^#    +     -B 

(8.)  y  =  ax  +  ß  =  — ^-  , 

so  erhält  man 

(9.)       *=#?"-*      &=A,     V^2+2^+C=>^=^ 

(10.)  JF(x,yix^+2Bx~+C)dx== 
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m.  Fall.    ^<0,    i?*  —  AC>Q. 
Hier  sei 


(li.)    y — ^  =  «,    . —  =  —  —  ß,      ,     —  = «, 
V—a     "  Y^ä 

dann  sind  die  drei  Grössen  «,  ß,  a  wieder  reell,  und  man  erhält 
Az*  +  2Bx  +  C  =  —aW  +  2ußx  +  C 

=  —  («V2—  2aßx  +  ß*)  +  C+  ß*} 
oder 

(12.)  Ax*  +  2lte  +  C  =  -  (ax—ß)*  +  B1Z^°  =<*2—(«r—ß)*. 

Setzt  man  also 

(13.)  y  =  <xx-ß= — £=-, 

so  wird 

(14.)    x  =  yV— ^+-g    d.r=-ß=-,  yAx*  +  2Bx  +  C  =  Vä^. 

(15.)  //■(*,  V^rS+2At+C)(£r  = 

K**#  v^)7*r 

IV.  Fall.  -4<0,    iP  —  AC<0. 

Hier  sei 

(16.)  V—  -4  =  a,      , ==  —  =  ß.  - — 7 —  =  «, 

dann  sind  die  Grössen  a,  /?,  a  wieder  reell,  und  man  erhält 
Az*  +  2Bz  +  C  =  —  «V  +  2«/te  +  C 

=  —  (aW—  2aßx  +  ß*)  +  C  +  ß* 

=  —{az  —  ßy __A     ,    , 

oder 

(17.)  ^  +  2Ä*  +  C  =  —  (cor  —  ßf—  a*  =  —  [(aar  —  /»)*+  a*|, 
(18.)  V^o?>+2Ar+  (7  =  t  V(«:r-/S)2  +  a2. 
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Da  (ax  —  ß)2  -f  a1  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
beständig  positiv  ist,  so  wird  yAz*+2Bx  +0  für  alle  Werthe 
von  x  imaginär,  so  dass  in  diesem  Falle  F(x,  yAx2+  2Bx+C) 
eine  complexe  Grösse  ist.  Deshalb  lassen  sich  auch  bei  Er- 
mittelung des  gesuchten  Integrals  complexe  Grössen  nicht  ver- 
meiden.   Man  wird  deshalb  in  diesem  Falle  am  besten 

(19.)         YAx*+2Bx  +  C  =  t  V—  (Az*+2Bx+C) 
setzen  und  erhält  dadurch  eine  Wurzelgrösse,  auf  welohe  die  im 
Falle  I  gemachten  Voraussetzungen  zutreffen.    Man  kann  aber 
auch  —  und  das  kommt  auf  dasselbe  hinaus  — 

(20.)  y  =  ax-ß  =  ^^^. 

setzen  und  erhält  dadurch 

(21.)  j  ~A  V^A 

VAx1  +  iBx  +  V  =  i  |/Ö2~+y2, 

(22.)  /  F(x,  YAz*  +  2Bz  +  C)  dx  = 
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Uebungs-Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  116  und  117.) 
Aufgabe  1.    ft  dx  = 

Auflfeung.    Im  Falle  I  erhält  man  nach  Formel  Nr.  112  der 
Tabelle 


—  ? 


(1)  fv^mm=fmh7^vj^+y^¥') 
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Beispiel.    A=\,    B  =  \,    C=l,    B*-AC=—\. 

Im  Falle  II  erhält  man  das  Resultat  in   derselben  Form 
wie  in  Gleichung  (1.). 

Beispiel.      ^4  =  4,     if  =  2,     ü  =  —  3,     B*— AC  =  16. 

<3->  ßrarsn  -  *'  i*  + ' + v^+i?=-» 

Im  Falle  III  erhält  inau  nach  Formel  Nr.  114  der  Tabelle 

(4 )    f         dx  =  /*    _  lly  =  -JUaresinY^ 

JVAx*+2Bx+C    Jy—Äya*-y*      V—A  W 

1             .   /        ^  +  Zf   \ 
=    . arc  sin( .  )• 

Y-a        \   yjp—Ac/ 


Beispiel.    A  =  —  i,    B  =  f-,    C=0,    m-AC  =  ~ 

(8°       .y^p=arcsin(^)- 

Der  Fall  IV  wird  auf  Fall  I  zurückgeführt,  indem  man 

(6)     f  dz  —lf  dx 

JyAx*+2Bz  +C      ijyAlz*+  2Blx+Cx 

setzt.    Dabei  ist 

(7.)  A=~A    Bx  =  -B,     C\=-C. 

Aufgabe  2.    fax yAz*+2Bz  +  C=  ? 

Auflösung.   Im  Falle  I  und  II  erhält  man  nach  den  Formeln 
Nr.  112  und  113  der  Tabelle 

(8.)  fix  VAz>+  2Bx  +  C  =  yjfa  Vy*±^ 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  82  und  82  a  der  Tabelle 
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(9.)   JdxVAx*  +  2Bz+C  =  ^[fVF^«5  ±J  1  (y  +  >^±^)] 

Beispiel  1.     A  =  i,    B  =  \,    C=l,    B*—AC=—{. 

(io.)       jdx  y*+x  +  i  =  |  p*±2y,i  +  *+i 
+  |i(^-+l^+TTi)} 

Beispiel  2.    ^4  =  4,    J?  =  2,    C=  — 3,    £2-^(7  =  16. 
(11.)      /rfa-V4a;2  +  4a;— ~3  =  $[(2*  +  1)^4«»+ 4«— 8 
—  4 1  (2z  +  1  +|/4a;2+  4a:  —  3)]. 

Im  Falle  HI  wird  nach  Formel  Nr.  114  der  Tabelle 
(12.)         fdzVAz*+2Bz+C  =  -~==jdy  Vcfl—y*, 

also  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

(13.)  fdzyAaß+2Bx  +  C  =  -j=  [%V^=y*+  ^arcsin(|)l 

2y—A  L    y^n 

,  W  —  AC        .  /       it  +  ü    \1 
H i — arcsinl —    .  1  • 

Beispiel  3.    .4  =  —  1,  B  =  '-,  C=  0,   52-^(7=^- 

Jdzyrx — *■'  =  „  — s — V»*ar — #2  +  -r-  arcsinf 1  ■ 

Diese  Beispiele  mögen  zeigen,  wie  durch  das  in  §  -36  angege- 
bene Verfahrenintegrale  von  der  Form J'F(z,yA^+2Bz+C)  dz 
mitunter  auf  bereits  bekannte  Integrale  zurückgeführt  werden 
können. 

Stegen  ann-Kiepert,  Integnl-Ileehnung.  15 
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§  38.  

Integration  der  Dlfferential-Function  f(x, VAz*+ 2Bx+ c  )<&■, 
wenn  a  positiv  ist. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  118  und  119.) 

Aufgabe  1.  ff(j/,VyT±*i)dy  =  ? 

Auflosung.    Wenn  das  gesuchte  Integral  mit  keinem  bisher 
entwickelten  übereinstimmt,  so  setze  man 

(l.)      Vy*dT^  =  <-y,    oder    t  =  y+yy*±a*, 
also 

(2.)  y*±a*  =  fl  —  2ty  +  y\   oder   y=^f?, 


(3.)  Vy*±o*  =  t- 


2t  2t 

(*•)  <*y-    2fi    ' 

folglich  wird 

Wenn/(y,j/y2±  a2)  eine  rationale  Function  von  y  und 
Vy2  ±  ö2  ist,  so  hat  man  es  durch  die  angegebene  Substitution 
erreicht,  dass  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (5.)  eine  ratiwuUe  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  t  geworden  ist.  Diese  Substitution 
wurde  bereits  zur  Herleitung  der  Formeln  Nr.  22  und  23  der 
Tabelle  benutzt 

Nach  Gleichung  (5.)  wird  nämlich 

f    dy       __  f(fl±a*)dt.2t  _  fdt_  _ 
JVF±*J    2**('2±«2)       J  * 
=  l(y  +  V^±^2). 
Aufgabe  2.  JF{x,YSfl+2B^C) dx  =  ? 
Auflösung.    In  §  36  wurde  gezeigt,   wie  man  das  gesuchte 
Integral  auf  ein  Integral  von  der  Form  ff  (y,Vy2  ±  a1)  dy  zurück- 
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führen  kann  (vgl.  Formel  Nr.  112  und  113  der  Tabelle).  Ist 
diese  Umformung  erfolgt,  so  gelangt  man  durch  die  in  Auf- 
gabe 1  angegebene  Substitution  zum  Ziele.  Man  kann  aber  auch 
die  Umwandlung  der  vorgelegten  irrationalen  Differential-Function 
in  eine  rationale  unmittelbar  ausfuhren,  indem  man 

(6.)  YAz*+2Bz+C=  t  —xV2 

setzt.  Dadurch  erhält  man 

(7.)  Ax*  +  2&r-t- C  =  fl  —  2tx  Y2  +Ax\  . 

oder  2z(tyA  +  B)  =  ft—C, 

/oN  fl  —  C  -        (fiVA  +  2Bt  +  CV2)dt 

(ö.)      x  = t= >      ax  = t= ? 

w  2{tYA  +  B)  2(tVA+B)* 

V    '     r  2(^1/^+5)  2(tVA  +  B) 

Dies  giebt 
(10.)  yF(^,  YAxti+2Bx  +  C)  dx  = 

J   \2{tV2+B)'        2(t]/7l  +  B)      )'  2{tY2  +  B)'1 

wobei  nach  Gleichung  (6.) 
(11.)  t  =  xVÄ  +  YAz*+2Bx+C 

ist.  Wenn  F(r,  yAx1  +  2Bx  +  C)  eine  rationale  Function  von 
x  und  YAx2  +  2Bx  +  C  ist,  so  steht  unter  dem  Integralzeichen 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.)  jetzt  nur  noch  eine 
rationale  Function  von  t,  welche  nach  den  Regeln  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  integrirt  werden  kann. 

Man  erkennt,  dass  die  Aufgabe  1  nur  ein  besonderer  Fall 
der  Aufgabe  2  ist,  welchen  man  erhält,  indem  man  die  Inte- 
grations- Veränderliche  mit  y  bezeichnet  und 

A  =  l,    5  =  0,     C=±a* 
setzt. 

Uebnngs- Beispiele. 


Aufgabe  3.  fdyVy*  ±  a*  =  ? 

15* 
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Auflösung.    Nach  Gleichung  (5.)  erhält  man 
r(fi±a*)dt    P±<fl 


(12.)ßyVJ*±*  =  ß 


2P 


2t 


Dabei  ist 


y  = 

2t          f  *   -                2t 

also 

tx        a1 

(13.) 

t/Vy2±«*  =  -77?-> 

folglich  erhält  man  in  Uebereinstimmnng  mit  den  Formeln  Nr.  82 
und  82  a  der  Tabelle 

(14.)  JdyV^±^=^yW±^±^{y  +  VW±^)- 

Aufgabe  4.    f,   xdx       =? 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 

■  A  =  l,  1/2=1,    5  =  ^,    C'=l, 


(15.) 


.        2ft»  +  <+r><fr        ,-_— — _ 

«#  =  — ,~.  ,  . ,. — i    Yx  +  x  +  i  = 


t*  +  t+i 


2t  +  1 

— Ddf. 


{2t +  1)* 

ne  1 1     xdx      =  f2(.f2—l)(*z+f+vdf,    9  m    _ 
(  ''JyxT+T+i  J  w  + W+  '  + !)      v (»  + 1)2 

Nun  ist,  wie  man  durch  Division  findet, 

20—  2  =  (2*  +  1)(*  -  \)  -|  =  ^  (2/  +  1)*—  (2/  + 1)  —  1, 
also 
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,17^  2^-2       1 1 3        1 

K      '  (S»  +  l)*      2       2t +1      2(2<+l)*' 

folglich  wird 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (15.) 
(19.)  /L— ff**       =Vz*+z+l-i-±l(2z+l+2Vx*+x+l). 

JYz*  +  Z+l 

Bedeutend  leichter  findet  man  dieses  Resultat  durch  An- 
wendung von  Formel  Nr.  112  der  Tabelle,  indem  man 

(20.)    x  =  2y~1>     Yx^  +  x+1  =  Vy^+a*,     dx  =  rfy 
setzt;  dann  wird 

(2i)  /*     ****       —f&ir—Wit—fyh       1f  dtj 

also  nach  den  Formeln  Nr.  26  und  22  der  Tabelle 
(22.)^==  =V^+?  -  il  (y  +  V?+?) 

=  y*»  +  *  +  i  - 1  i(^±I+ y^+i+l) 

Dieses  Resultat  unterscheidet   sich   von  dem  vorhin   ge- 
fundenen nur  durch  eine  Integrations-Constante. 


Aufgabe  5.   f,     x^dx        =  ? 


Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  findet  man  hier 
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(23)  f        **dx  tfl*=W* 


3.        2        .        12 


2«+  1    '  (2<+l)2 

+  (2*+l)»J*' 


2<+  1 

~4(2<+l)2j' 
7 
wobei  die  Integrations-Constante  — —  so  gewählt  ist,  dass  das 

Endresultat  einfacher  wird.    Es  ist  nämlich 

2_  7 6 9  _  4*4— 8*3— 18*2— 22*— 10 

4       2*  +  1       4(2*  +  l)2  ""  (2t  +  l)2 

__  4*2— 12*— 10    *2  +  *+l 
~~        2*+  1        "    2*+l 
<4(*2— 1)        \/*  +  /  +  i 


/4(*2— 1)        y*  +  *  + 
\  2*+l  /    2*  +  l 


=  (4s  —  ö)j/s2  +  *+l. 
Deshalb  wird 

(24.)  r  *2<fa    ««fpÄyp+i+i 

JyaP  +  z+l  4 

—  1 1  (2s+ 1  +  2V^+T+l) . 

Auch  hier  ergiebt  sich  das  Resultat  leichter  durch  An- 
wendung der  in  den  Gleichungen  (20.)  angegebenen  Substitution; 
dann  wird 
(25 )  f     xUx       =  I  r(4y»— 4y  +  l)rfy  f 

also  nach  Formel  Nr.  80,  26  und  22  der  Tabelle 

(26V^$t+I  =*=&*+? -\M  +  V*  +  ?  + 12] 


2x—  3 
4 


|/a:2+  *  +  1 


—  *  l(2*+l  +  2]/*2+:r+l). 
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In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Aufgaben 

7xzdx         __  p   f       xxdz         __  /*     x*dx        __ ,? 

l/*2  +  s+l  ~~~  *  Jyx1  +  x  +  1  ~~      * ' "  Jyx2+z  +  i  "" 
behandeln. 

Aufgabe  6.    I    ,     dx  =? 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (15.)  ergiebt  sich  hier 

(270         Li^^a., 

also  nach  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 

y^y*2  +  *  + 1     v  +  v     v*  +  i  +  y«*  +  s  +  i/ 


<fe 


Aufgabe  7.    / . 

"       j(s— k)yz*±& 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (5.)  findet  man 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  54  der  Tabelle,  indem  man 
b  =  — A,    c  =  3=  a2 
setzt, 

(30.)   /■ *_  =_L=lf-=lzJ^). 

Gilt  das  untere  Zeichen,  und  ist  a2  >  £2,  so  erhält  der  ge- 
fundene Ausdruck  imaginäre  Form,  dann  wird  nach  Formel 
Nr.  56  der  Tabelle 

(81.)       f- *  =  -*wtg(-^\ 

Zum  Schluss  muss  man  noch 

t  =  x  +  yz*  ±  a* 
einsetzen. 
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Aufgabe  8.    f =? 


Auflösung.    Nach  Gleichung  (5.)  ist  in  diesem  Falle 

also 

,      \  /*  ^  f      tdt  f       du        • 

(  "  •V(l-^)Vl+Pr  =  ~  *Jt*—W+l  =  ~  2>*— 6*+l' 
wenn  man  *2  mit  w  bezeichnet.  Nun  ist  nach  Formel  Nr.  55 
der  Tabelle 

(33)  I      du         =f         du  =      l      \(U  —  UA 

wobei 

*,  =  3  +  21/2,     u2  =  3  —  21/2 ,     «,  —  Wj  ==  4)/2 
ist.    Dies  giebt 

(34)  f  dx  1.l(U~S~2^i\ 

y  (1  —z*)Vl  +  x*  2]/2     Vw  —  3  +  21/2/ 

=  J_  j/*2  — 3  +2l/2\ 
21^"   V*i_8_2V2/ 
Um  das  Endresultat  als  Function  von  x  darzustellen,  be- 
achte man,  dass 

also 

(35.)  *-*  +  *V*  =  (2 -J/2) x  +  (- 1  +  V2)yr  +  p 

=  (|/2— l)(Vr+^+a:V2) 
ist.    Ebenso  findet  man 

(36.)  fi~  8~ 2V2~  =  (- V2-l)(Vr  +  T«->V2)t 
folglich  wird 
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(37  )  f  dx  -     *_  1  [  (V2-1)(VT+?  +  xV2)1 

*      V(l— ar2))/l+a:2      2^2     L(— V2  — 1)  (^1+  a:»  — a:  V2 )  J 

2y2  L *2-i  J 

Schneller   kommt  man  zum  Ziele   durch  Anwendung  von 
Formel  Nr.  88  der  Tabelle,  indem  man 

(38.)  *  =  tg<,     also    A«-^.    Vi+^-^j 

setzt.    Dadurch  erhält  man 

(         f  dx  __  C    cosfrft       ___  f_costdt_ 

J(l  —  z2)Yl  +  z2     JciobH  —  sm2*  "7/1  —  2  sin2  £? 

oder,  wenn  man 

Ym2  sin*  =  *,    also    ]/2  costoft  =  ffe 
setzt  und  Formel  Nr.  53  der  Tabelle  beachtet, 

(40V(i-^)yr+T2  Ä  "^/^zrr =  ~2Vf '  tri/ 

dabei  ist 


folglich  wird 


K     %)       7(1  —  ^)1/1  +  ^       2f2     \rV2—  Vl  +  xV 

Dieses  Resultat  stimmt,   abgesehen  von  der  Integrations- 
Constanten,  mit  dem  früher  gefundenen  fiberein. 
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§39. 

Integration  der  DHferential-Function 

f{x,  Yaz*  +  2Bx  +  c)dx,  wenn  c  positiv  ist. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  120  und  1210 

Aufgabel.  f/(y,V^r±^)dy  =  ? 
Auflösung.    Wenn  das  gesuchte  Integral  mit  keinem  bisher 
entwickelten  übereinstimmt,  so  setze  man 

(1.)  V*±$=ty^a,    oder    «=^±^±4 

also 

(2.)  a»±y2=<y_2aty+o2,     Oder     y  =  p^L-, 

(3.)  yp+p       *£__.  =  ifi^ 

2a(t*±l)dt 


2afi    _„_  a(^±l) 

(4->  *=    (n+i).  - 

folglich  wird 

— 2a«H-l)«ß 


njto.vr±»*-fr(-gr%ffl. 


(P+l)1 


Wenn  /(y,  Va2±y2)   eine  rationale  Function  von  y  und 


Vfl2+y2  ist,  so  hat  man  es  durch  die  angegebene  Substitution 
erreicht,  dass  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (5.)  eine  rationale  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  t  geworden  ist.    Hiernach  wird  z.  B. 

JxVa*  —  z*  aJ    *>  a  a  \  x  J 

ein  Resultat,  welches  mit  Formel  Nr.  78  der  Tabelle  überein- 
stimmt. 


Aufgabe  2.  JF(x,\Axi  +  2Bx  +  C)dx  =  ? 

Auflösung.    In  §  36  wurde  bereits  gezeigt,  wie  man  das  ge- 
suchte Integral  auf  ein  Integral  von  der  Formy/ (y,  V«2±y2)  dy 
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zurfickfiihren  kann  (vergl.  Formel  Nr.  112  nnd  114  der  Tabelle). 
Ist  diese  Umformung  erfolgt,  so  gelangt  man  durch  die  in  Auf- 
gabe 1  angegebene  Substitution  zum  Ziele.  Man  kann  aber 
auch  die  Um\tffendlung  der  vorgelegten  irrationalen  DifFerential- 
Function  in  eine  rationale  unmittelbar  ausfuhren,   indem  man 

(7.)  VAz*  +  2Bz  +  C  =  tx  —YC 

setzt.    Dadurch  erhält  man 

Ax*  +  2Bx  +  C  =  fix*—  2tx]/C  +  <7, 
oder 
(8.)  Ax  +  2B  =  fix  —  2tVÖ, 

also 

/M              2(tYC  +  B)       ,             2(fiVC+2Bt  +  AVC)dt 
W      *=        fi-A      '    dx  = Jfi=Ä? ' 

(10.)  VAx>  +  2Bx+C=  *VB  +  iM  +  AVÜ9 


Dies  giebt 


(U.)fF(r,  YAx*  +  2Bz+C)dx  = 

'2QVÖ+B)    PVC+2Bf+AVC\   —  2(PVC+2Bt+Ayd)  dt 
fl—A     '  fi—A  )'  {fi—Af 

wobei 


H- 


(12.)  t  =  i("|/C  +VAx*  +  2Bx  +  C) 


ist.  Wenn  F(x,yAx*+  2Bx+C)  eine  rationale  Function  von 
x  und  YAx2  +  2Bx  +  C  ist,  so  steht  unter  dem  Integralzeichen 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  jetzt  nur  noch  eine 
rationale  Function  von  t,  welche  nach  den  Regeln  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  integrirt  werden  kann. 

Man  erkennt,  dass  auch  hier  die  Aufgabe  1  nur  ein  be- 
sonderer Fall  der  Aufgabe  2  ist,  den  man  erhält,  indem  man 
die  Integrations- Veränderliche  mit  y  bezeichnet  und 

A  =  ±l,    B  =  Q,    C=  +  a* 
setzt. 
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Uebungs  -  Beispiele. 
Aufgabe  3.    f.        dx  =? 

Auflösung.    Nach  Gleichung  (11.)  erhält  man 
(13)  f  dx  =—%[  dt     ■ 

yy^**  +  2Äp  +  c       y*2— ^ 

Ist  .4  positiv,  so  folgt  hieraus  nach  Formel  Nr.  53  der 
Tabelle  _ 

(14.)  LJ »1/^) 

_  i  1/yc+y^*H2i*r+c,+*yz\ 
~y2  vyc+y^^+äÄHTc7— «yj/ 

Dieses  Resultat  stimmt,  abgesehen  von  einer  Ihtegrations- 
Constanten,  mit  dem  in  §  37,  Gleichung  (1.)  gegebenen  (vergl. 
Formel  Nr.  116  der  Tabelle)  überein,  denn  es  ist 

(VC + YAz*+2Bz+C  —  xYÄ)(Ax  +  B  +  YÄYAx*+2Bz+C) 

=  (B  +yztü)(VC+yAfl  +  2Bz  +  U+xVÄ), 
folglich  wird 

(15)  V Ö  +  VA*2  +  '2Bz  +  C'+a-yZ 
°'>  yc  +  yAz*  +  2Bz+  V— a-y.T 


Az  +  B+  yA  yAz'-  +  2Bx  +  V 


s+yAc 

also 

(16.)  ff dl    ._^ 

« -LY^L+g+yj^+aifa+oV-  *  i(*+££\ 
y^  \  y.4  /    y^i  V   y.4   / 

Ist  .4  negativ,   so  erhält  man  aus  Gleichung  (13.)  nach 
Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

(17.)  f  dx  ^-      «      „dg/     '     ) 

JVAz*+'2Bz+C  y—A  \Y— AJ 


2            .    /yC?+y^r»  +  2«ir- 
arctgl  


/y  C'+  y^r»  +  2  ite  4-  C\ 

V        *y-A       )' 


Y—A         °\  xY—A 
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Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die  Uebereinstimmung  mit 
dem  in  §  37  Gleichung  (4.)  gefundenen  Resultate  (vergl.  Formel 
Nr.  116  der  Tabelle)  nachweisen.    Setzt  man  nämlich 

(18.)      y  =  2arctg(-4=),    also    tg(|)=-^=» 

so  wird 


2 


*© 


•,„n  •  w     2ty—A 

Ist  der  Bogen  a  erklärt  durch  die  Gleichungen 


(21.)  sin«  =  =,    cos  «  =  — 


Yb>  —  ac'  Yb*—ac 

so  erhält  man 

(22.)  sin (c* —  <p)  =  sin«  cos  <p  —  cos a  sin  y 


""  (fi  —  A) yB*—AC  (P—A)YB*—AC 
=  —2A(tYC  +  B)  B 

""  (p—A)YB*—AC  Ybi—ac 
__         Ax+B 

~~     Yb*  —  ac 
Fügt  man  also  in  Gleichung  (17.)  die  Integrations-Constante 

=  hinzu,  so  erhält  man 


/^n  /  dx  u  —  w  1  .  /      Ax  +  B  \ 

(23.)  /-- =    ,     ^  =   , arcsmf l_     ) • 

Aufgabe  4.    / 


xdx  __  9 


fyi  +  x  +  x* 

Auflösung.    Hier  ist 
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(24.)  A  =  l,     B  =  \,     CäI, 

also 

_2£+l  _       2(<»-M  +  l)<ft 

-^_l'     «*  (<»_1)J       ' 


(25.) 


z  riT    T  f  — 1 


Dies  giebt  in  Übereinstimmung  mit  Aufgabe  4  in  §  38, 
wenn  man  die  Integrations-Constante  1+-J13  hinzufügt, 

(26VVi +*  +  **"     7   ('»-O2 

_  ^  +  <  +  l       1 1  (W1  +  6<  +  3\ 
~      fi  —  1  2  M,       <2_i       y 

=  Vl  +  *+*2— H(2a:  +  1  +  2  yi+z+z*). 

Aufgabe  5.    /*      xdx        -  9 

Auflösung.     Hier  ist 
(27.)  A  =  -l,     B  =  ±,     C=l, 

also 

I_2£+_l  _       2(P  +  t—l)dt 

*~*+l'     dX~  C+l)2      ' 

™    /Fr+=^=-2/j^r 

=  _? 2/*-*-. 

<*  +  i   :/(i  +  ^)2 

Nun  wird  nach  Formel  Nr.  106  der  Tabelle 
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folglich  ist,   wenn  man  die  Integration -Constante  gleich  — 1 
setzt, 

—  *+£=!-«*  

= —  y  1  +  x  —  **  — arctg\^      f      J  • 

Bedeutend  leichter  wird  die  Lösung  durch  Anwendung  der 
Formel  Nr.  114  der  Tabelle,  indem  man 

(       2z  =  2y+l,    also    dz  =  rfy, 
(82,)  \  Vl  +  x  —  *2  =  V«*31?2,     2a  =  Vö 

setzt,  dann  erhält  man  nach  Formel  Nr.  25  und  20  der  Tabelle 

(33.)      (    *dx     -A2y+1)rfy 

v     '         Jyi  +x  —  z*    J  2Va*— y* 

=  —  Voa— y*  +  -  arc  sin  (0 

Um  die  Uebereinstimmung  dieses  Resultats  mit  dem  früheren 
nachzuweisen,  setze  man 

(34.)  y  =  2arctg^ !— J ^  also  tg(jj  =    ^r   J , 

dann  wird 

(8..)   ,.,.lz?gjjL»-»-«if+?=3. 

Erklärt  man  sodann  den  Bogen  <*  durch  die  Gleichungen 
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1  2 

(37.)  sin  u  =  —=,     cos  u  = — > 

V      }  1/5  1/5 

so  wüd 

2# i 

(38.)       sin  («  —  (f)  =  sin  «  cos  y<  —  cos  «  sin  y  =  — -p= — 

Fügt  man  also  in  Gleichung  (31.)  die  Integrations-Constante 
-  hinzu,  so  eiliält  man 

Aufgabe  6.    /^-  rfr        _  =  ? 

/  a-y  1  +  x  —  *2 

Auflösung.    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (28.)  erhält  man 


=  _  i^  +  2  +  2|/l  +  g-.^ 


Aufgabe  7.    / -. =  ? 

Auflösung.    Hier  ist 
(41.)  a=l,     .4  =  — 1,     U  =  0,     C'=l, 

folglich  erhält  man  nach  Fonnel  Nr.  120  oder  121  der  Tabelle 

oder,  wenn  man  k  mit  -  bezeichnet  und  die  Formeln  Nr.  54 

r 

und  55  der  Tabelle  berücksichtigt, 
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—      r      i(t  —  r  —  Vr—1\ 
wenn  r2>  l  ist,  und 

45,)     J(o:  —  k)yi  —  x*  ~  yi  —  r2  arcHvT=w 

wenn  r2  <l  ist.    Zum  Schluss  rtmss  man  noch 


<«.)  t^+n=*   und  ,=| 

einsetzen. 

Aufgabe  8.    / cx,      —  =  ? 

Auflösung.    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (42.)  erhält  man 

u7)  f  dx  2/T*+l)* 

1     m)  J(1+**)VT=*  >  +  6*2  +  l 

Da  die  quadratische  Gleichung 
(48.)  t*  +  6*2  +  i  =  o 

die  beiden  Wurzeln 
(49  )  f  ^,2=  — 3  +  21/2=  -  fl/S— 1)*, 

x     "  l  h*=—  3  —  2>/2=  —  0/2+1)2 

hat,  so  findet  man  durch  Partialbruchzerlegung 

/  *n  *  -2*2-2    _    1  /l  ^|/2       1  +l/2\ 

V°UJ  f*  +  6*2  +  1  ~~  )/2  V2  +  «2        '2  +  *V 

wobei 

(51.)  a  =r  V2  -^  1,     £  =1/2  + 1 

gesetzt  ist.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

Setzt  man  noch 

Stegenmnn  -  Kiepert,  Integral-Rechnung.  16 


242  §40.  Integration  von  F(x,  \A&+  VBx  +  C)dx,  wenn  B*-:AC>0. 

(53.)  arCt«(0  =  Vi      arCt*({)=  V' 

so  wird 

(54.)  tg,«!.  _-£-_,    tg^  =  |  =  ^7 

also 
folglich  wird 

Einfacher  findet  man   dieses  Resultat    durch  Einführung 
trigonometrischer  Functionen,  also  durch  die  Substitution 

(57.)  x  =  sin*,     Vi  —  x1  =  cos*. 

Vergl.  §  10,  Gleichung  (7). 

§  40. 

Integration  der  Differential-Function  f(x,VAx*+ 2Bx+ c)dz, 
yyenn  b*—ac  positiv  ist 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  122.) 
Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
(1.)  Ax*+2Bx+C=0 

sind  bekanntlich 


(2.)     xx  =    -j >      *2  =  2 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  B2 — AC>  0  ist,  werden 
beide  Wurzeln  xx  und  #2  re<?Ä.    Setzt  man  in  diesem  Falle 

(3.)  x*  = »     a\»  = ?  wobei  ac  =  A 

sein  möge,  so  wird 

(4.)     Ax*  +  2Bx+C=A(x  —  *,)  (x  —  *2) 

=  acf *  +  -V*  +     )  =  (ax  +  b)  (cx+d). 
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Jetzt  möge  die  neue  Integrations- Veränderliche  t  durch  die 

Gleichung  

(5.)  YAz*+2Bz  +  C=t(ax+b) 

eingeführt  werden.    Dadurch  erhält  man 

Ax*  +  2Bx  +  C=(ax  +  b)(cx  +  d)  =  fl(az  +  b)*, 
oder 

(6.)  cx  +  d=P(ax  +  b), 

/wx        "  bt*  —  d       ,        2(bc  —  ad)tdt 

(7.)  *  = -=•»     <£r  =  — ±f -£- — » 

(8.,  ,.yfi$  ^+ifc+o-fe=$£. 

Dies  giebt 

(9.)  /*"(*,  V-4*2  +  2Är  +  C)  <fa  == 

y~  /bfl—d     (bc—ad)t\   2(bc  —  ad)tdt 
*\c  —  ai?       c—aP  )'      (c  —  at*)*     ' 
wobei 

(lo.)   <  =  /^4rr   V^2 + 2Ä*  +  c =y(a*  +  »)  (<*  +  d). 

*    OX  "y~  c/ 

Uebungg  •  Beispiele. 

Aufgabe  1.    f.         dx    =  ? 

JY{ax  +  b)(cz  +  d) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (9.)  folgt 

(1U  f  d*  =  2  /L*_. 

V  /V(«a;  +  4)(«e+rf)         Jc—afi 

c  c 

Setzt  man  hierbei  —  =  ±  A2,  jenachdem  -  positiv    oder 

negativ  ist,  so  erhält  man  für  das  obere  Vorzeichen  nach  Formel 
Nr.  53  der  Tabelle 

VV(«+4)(«r+rf)  ajfi  —  »  ak\t  +  k) 

Für  das  untere  Vorzeichen  wird  nach  Formel  Nr.  20  der 
Tabelle 

16» 
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C  dx 2  f    dt     _       2  (t\ 

= 4=arctgV~q(Ca'  +  </)  • 

y — ac  "      c  (ax  +  J) 

Aufgabe 2.    A^==? 

yyra: — #2 
Auflösung.    In  diesem  Falle  kann  man  setzen 
(14.)  ax  +  b  ==  #?     c#  +  rf  =  r —  #, 


(15.)     a  =  1,     6  =  0,     c  =  — 1,     d=r,     bc  —  ad= — r. 

2rtdt  .      Jr—x 

folglich   erhält  man   mit  Rücksicht   auf  Formel   Nr.  106   der 
Tabelle 

=  —  Yrz  —  x1  —  r  arctg  l/^^- 

y     t^cIt         /     x^dx 
.       '      ,  /  •  •  • 

berechnen. 


Aufgabe  3.    /— 


<fe  =  ? 


f  xYrx  —  x* 

Auflösung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (16.)  erhält 
man  hier 

JxYrx  —  x*  rj  r 

—      2l/r~~rr  —  _  2Vrx  ~  xl 

r^x      ~~  rx 
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dz 


Aufgabe  4.    / 


;  =  ? 


Auflösung.    Hier  sei 

(19.)  ax  +  4  =  1  +  x,     also     ex  +  d  =  1  —  x, 

(20.)    o=l,     4  =  1,     c  =  — l,     rf=i,     4c  — arf=  — 2, 

^         —itt  •+,-*rr 

Dies  giebt 
(23.)       f- *L==  =  -/*«7=_<  =  _l/lE* 

Aufgabe  5.    f- dxl  =  ? 

/(*— i)Vi-t« 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe 
findet  man 


=  v 


(24.)  f- dx  =  _Vi±f . 

/(*  — i)Vi— *»         '  i— * 

Aufgabe  6.    / *  = 

J(x  +  \)\xi—  1 

Auflösung.    Hier  sei 

ax  +  i  =  #  +  1,    also    ex  +  d  =  x  —  1, 

a  =  l,     4  =  1,     c  =  1,     d  =  — 1,     bc  —  ad  =2, 

(25.)         *  =  ___,     yxi—i=  _     dx  = 


l—fy     T  *       1—fl'     "~       (1—  *2)2 


(26..        ,=f^±, 

Dies  giebt 

y^+i)^2-i  y         l*+i 
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Aufgabe  7.    f- dx,  =? 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe 
findet  man 


f(x  —  1) 


J(x  —  i)V^  — i         '  *—  i 


Aufgabe  8.    f- dx.  =? 

J(x  —  kWrx— r* 


\x  —  k)Vr 

Auflösung.  Auch  hier  findet  die  durch  die  Gleichungen  (16.) 
angegebene  Substitution  Anwendung,  und  zwar  erhält  man,  wenn 
man 

(29.)  r  =  kg 

setzt, 

(S0y(z-k)yrx_x2  =  -2jr-A(t*+l)  =  -2jkg-k{fi+l) 

_2  f       dt 

-  kjfi  —  g  +  l' 

Dies  giebt  für  g  >  1  nach  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 

(3i.)  f *     = .  - 1;  i  c-yEh 

J{x  —  k)yrx—x*      kVg=T    Kt+Yf^l/ 
Dieses  Resultat  kann  man  noch  auf  die  Form 


(32,  f *L_  =  1         /&Ö 

J(z  —  k)Yr*  —  x*      Vk(r—k)  \yk{r—x)+yz(r  —  ky 

bringen.    Ist  g  <  1,  so  findet  man  nach  Formel   Nr.  20   der 
Tabelle 

(33.)       f *L =  _j=arctg(-J=> 

J(x  —  k)Vrx  —  zt       kVl—g         *\yi—g/ 

also 

(34.)  f d*      - ,  2    .^(V^^y). 

J(x  —  k)Vrx  —  *■*      V*  (jfc  —  r)  Vy*(*  —  r/ 
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dx 


Aufgabe  9.     f *  =  ? 


r 


Auflösung.    Hier  sei 
(35.)  ax  +  b  =  1 —  x,     ex  +  d  =  1  +  x, 

also 
(36.)     a  =  —  1,     ä  =  1,     c  =  1,     cf  =  1,     Je  —  <w*  =  2, 

(37.)  ÄÄ__f<Äy__f    *=_-. 

Daraus  folgt 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 
(40.)  t*+l  =  (& -%)(*  +  %)=*, 

nämlich 

1  +  t"  1—i,  1  + 1 '■     ,  l  —  i 


» 


V      '     !  1/2        *        V2  V2  j/2 

sind  sämmtlich  complex.  Indem  man  je  zwei  complexe  Factoren 
von  ^+1  mit  einander  multiplicirt ,  erhält  man  die  reellen 
Producte 

(42.)  (t-t^it-tJ^fi-tVt+l, 

(43.)  (t  - 1*)  (t  -  tA)  =  V  +  tfö  +  1 

und  die  Partialbruchzerlegung 

(44.)  t  +  l=      ^t°       +        m  +  S 


=  i  (      i .        i v 

Deshalb  findet  man  nach  Formel  Nr.  56  der  Tabelle 
(45-)/1  +  J*yi  „.^[arctgC^-O+ai-ctgC^+l)]. 
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Dieser  Ausdruck"  lässt  sich  noch  wesentlich  vereinfachen. 
Setzt  man  nämlich 

(46.)  arctg  (t  V2 — 1)  =  |,     arctg  (<V2  +  1)  =  f , 

so  wird 

(47.)  tg%  =  tV2  —  1,     tg7=/|/2+l, 

f48  )        te(S  A-  r\  -  ***  +  fr*   -  2<1^   -        '^  • 

(48.)     te(5  +  ,)_— i-fl__§_^__  ^— ^ [. 
Nun  ist  nach  den  Gleichungen  (28.)  und  (29.) 

*=i*+7'    VT^^-jr+i.  ako  H__=_ _, 
folglich  wird 

WWHl)«-^.     l  +  ,  =  -arctg(^) 


V      '  .7(1  +  x^YT^Ä        1/2  1/2  V    a-V2    / 

In  §  39,  Aufgabe  8  hatte  sich  ergeben 

(51.)  f £=  =  ^W/^    > 

Die  Uebereinstimmung  dieser  beiden  Resultate  findet  man 
leicht,  indem  man 

^^-  =  9,   also   tg<p=r——- 
setzt;  dann  wird 
(53-)ct«y  =  ^^=  =  tg(j-9,}^-y=:arctg(^Ü=). 

Fügt  man  also  in  Gleichung  (50.)  die  Integrations-Constante 


2^2 


-  hinzu,  so  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (51.) 


=  ^(2!-^=^arct^(pf 
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Es  war  schon  damals  hervorgehoben  worden,  dass  eine  ein- 
fachere Lösung  dieser  Aufgabe  durch  die  in  §  10  angegebene 
Methode,  nämlich  durch  Einführung  trigonometrischer  Functionen, 
geftmden  wird. 


§  41. 

Integration  der  Differential-Function  f(x,YAx2+2Bx+  c)dx, 
wenn  die  drei  Grössen  a,  c  und  b*—ac  negativ  sind. 

Es  sei  jetzt 

(1.)  B1  —  AC<%    also  AC>B*>0; 

die  beiden  Grössen  A  und  C  haben  also  dasselbe  Vorzeichen, 
so  dass  die  weitere  Voraussetzung 

(2.)  A  <  0 

die  andere 

(3.)  C  <  0 

notwendiger  Weise  herbeifuhrt.    Nun  wird 

(4.)       Ax*  +  2Bx+  C  =  -^  [AW  +  2ABx  +  B2  +  A  C  —  B*\ 

=  ±[(Az  +  B)*  +  (AC—B*)); 

folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer 
beständig  positic,  was  auch  x  sein  mag,  also  Ax2+2Bx+C  be- 
ständig negativ,  denn  A  ist  negativ.  Deshalb  wird  die  Func- 
tion F(x,YAx2  +  2Bx  +  C)  selbst  eine  complexe  Grösse,  wenn 
die  Ungleichungen  (1.),  (2.)  und  (3.)  gelten,  weil  YAx'2+  2Bx+C 
stets  imaginär  sein  muss.  Es  ist  daher  nicht  möglich, 
JF  (x,  YAz2  +  2Bx  +  C  )dx  in  reeller  Form  darzustellen.  Unter 
diesen  Umständen  wird  man,  wie  schon  in  §  36  hervorgehoben 
wurde,  am  besten 

(5.)  JF{x, YAr*+2Bx+  C)dx  =  /F(z,  iyAxx2+2b^x  +  CA)dx 

setzen,  wobei 

(6.)  Ax  =  —  A,     B.^  —  B,     C\  =  —  C 
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ist.    Man  kann  dann  das  in  §  38  und   §  39   angegebene  Ver- 
fahren benutzen. 


§  42.  

Normalintegrale  von  der  Form  fl(r,YAz*  +  2Bx  +c)dx. 

Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  Ax2  +  2Bx  +  O  mit  X, 
so  kann  man  F  (x,  Yx)  immer  auf  die  Form 

(i.)  F(*,vx)=e(?lhf-Vl 

<p(x)+ip(x).yx 

bringen,  wobei  g{x\  h(x),  cp(x),  \p(x)  ganze  rationale  Functionen 
von  x  sind,  wenn' wieder  vorausgesetzt  wird,  dass  F(x,Yx)  eine 
rationale  Function  von  x  und  Yx  ist.    Daraus  folgt 

(2  )  Fix  1/X)=  fr (*>  +  h(x) '  ^  '  [y {z)  -  » ^  '  V*) 

[»(*)+*W.Vxj.[,(*)-^w.Vx] 

_G(x)+H(x).Y± 

v  0*)2  —  V  (*)2  •  x  ? 

wenn  man 

(3 )  I  g(^>  *  &  —  h&  *(*)•*=  <?  <*)> 

\  h(x)  <p  0)  -  g{x)  xf>{x)  =  H(x) 

setzt.  Bezeichnet  man  noch  den  Nenner  cp  (x)2 —  \p  (V)2.  X  mit 
N{x)j  so  ergiebt  sich 

Die  gebrochene  rationale   Function  -yrri  kann  man  nach 

den  Angaben   des  vorhergehenden  Abschnittes   durch  Partial- 

H(x)  X 
bruchzerlegung  integriren.   Ebenso  kann  man     N(\    (nöthigen- 

falls  nach  Absonderung  einer  ganzen  rationalen  Function)  in 
Partialbrüche  von  der  Form 

K  A         Px+Q 

und 


(x— k)»  [(x—gyi  +  h2]» 
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zerlegen.    Deshalb  kommt  es  im  Wesentlichen  nur  auf  die  Be- 
rechnung der  folgenden  Normalintegrale  an: 


(5.) 


.  f  dx     T  __  fxmdx      7  __  /*        dx 


jx  = 


(Px  +  Q)dx 


Diese  Betrachtung  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  X  eine 
ganze  rationale  Function  beliebig  hohen  Grades  ist.  Bei  den 
ganzen  rationalen  Functionen  zweiten  Grades  wird  es  im  All- 
gemeinen zweckmässig  sein,  die  in  §  36  angegebene  Umformung 
vorzunehmen,  so  dass  es  bei  dem  Normalintegral  Jx  nur  auf  die 
in  den  Formeln  Nr.  21,  22  und  23  der  Tabelle  berechneten 
Integrale 

(6.)    /V^—  =  arcsinf-")  und  A=^=.  =  l(*+VS?+5*) 

ankommt  In  gleicher  Weise  geben  nach  dieser  Umformung  die 
Formeln  Nr.  25,  26,  27,  70,  79  und  79a  der  Tabelle  an,  wie 
das  Normalintegral  J2,  nämlich 

y*  x*dx  ,  f  a?*dx 

ya*—x*  m  Jyx*±a* 
berechnet  wird.    Auch  Jz  kann  man  in  dem  Falle,  wo  k  =  0 
ist,   mit  Anwendung  der  Formeln  Nr.  76,  77,  78,  84,  84a,  85 
85  a,  86  und  86  a  der  Tabelle  berechnen.    Ist  aber  k  ^  0,  so  setze 

man  zur   Berechnung  von  / x, 

m\                        kz  +  a*       .                        A2  +  a2 
(7.)  x  = t->    also   x  —  k  = 7-f 

Z  -^""  rC  Z  — —  fC 


(8.)   *— -<?+?*,  w+? =*»+">?+* 

[Z  *~~ »  k )  z  ■^— ■  /c 


(9.)      .=fe±^  vT+f^wmgm. 

X  ~— ■  ÄJ  £  —  AJ 

Dies  giebt 

(10v(* — *)nV«2  +*2 ~~    (*a + a*)»-*yw+tfj  ya*  +  z* 
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Das  Normalintegral  Jz  ist  also  auf  die  Normalintegrale  Jt 
und  J2  zurückgeflhrt. 

In    ähnlicher    Weise    setze    man    zur    Berechnung    von 

ydx 


(11.) 

(12.) 
(13.) 


hz  —  a2       ,  ?        k2  —  a 

z  =        ■    ,  >    also    x  —  k  =  — 


2  —  A 
i—      (&2— a*)dz 


k 


Y(k*—a*)(z*—tfj 


a*~  (s  — A)2  '     v*        a  z  —  k 

kx — d1 


z  = 


x  —  k 
Ist  k2  >  a2,  so  wird  daher 

dx 

i2  (/fc2 

und  ftr  A2  <  ö2  wird 

(15-    <  * 


y?—f  _Y<P-*){*-*) 


x  —  k 


(z—k)—*dz 


(14)  f  dx  = i  f(t-ky~*a 


^ 


&5J    ya2_  .2 


yfc)*V*2  —  a2  (A2— a2)— lVa2"=^ 

Die  in  den  Gleichungen  (11.),  (12.)  und  (13.)  angegebene 

Substitution  fuhrt  auch  zur  Umformung  von/- *  ; 

jf  (*  -  *)nVa2  -  *2 
wird  nämlich 


66 


(16.) 

also  für  A2  >  a2 


z —  A 
j/jr- ?_V(^-at)(aa-^) 


(17  )  /: '<fa  = i  /fr-*)»-!« 


und  für  A2  <a2 

(18,s    ' 


,    r  dx 1 r[z—k)n~xdz 

Das  Normalintegral  Jt   kann  bei  Anwendung    complexer 
Grössen  durch  Integrale  von  der  Form  /,  dargestellt  werden. 
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Will  man  aber  complexe  Grössen  ganz  vermeiden,  so  wird  man 
entweder  die  in  §38,  39  and  40  angegebenen  Methoden  an- 
wenden, oder  man  wird  im  Allgemeinen  noch  zweckmässiger 
nach  den  Angaben  in  §  10  (vergl.  Formel  Nr.  87,  88  und  89 
der  Tabelle)  trigonometrische  Functionen  einfuhren,  nachdem  man 
durch  die  lineare  Substitution 

(19.)  —TTT 

3+1 

und  durch  passende  Bestimmung  der  Grössen  a  und  ß  das 
Integral  auf  Integrale  von  der  Form 

f(z*+p*)»yz 

zurückgeführt  hat,  wobei  Z  einen  der  'drei  Werthe  a2  +  z\ 
zl  —  a*  oder  a2  —  z*  haben  soll.    Durch  die  Substitution 

erhält  man  dann 

(21 )  f   (P*  +  Q^dz      =  ßPa  sm<+Qco3<)cos2"-2< .  dt 
Jizi+ptyya*  +z*    J        («2sin2*  +  />2cos2*)» 
_       p  /•    costo-Hdjcost) 

J[a2  +  (p*— a2)cos2<]» 
,    Q  /(l—  sin2<)»-'rf(sinQ 
V[(«2—  />2)sin2*+/>2]»' 


/I 
J(z 


Durch  die  Substitution 

cosrf  cos2* 


/00  x  ö  asintfcfc      ,/-:; - 

(22°  ,s=sSi5'      rfc  =  ^S57-'     V*2-«2  =  «tg* 


erhält  man 


(23 )  /*  (P*  +  Q)  &      —  /*C-P«  +  Q cos <)  cos2—2* .  dt 

'  Jizl+ptyYzl  —  «2      J  («2  +  j»2COS2<)» 

J  [(a*  +  p*)  +  a*tgH]» 

0f(l— 8in2Q"-'.rf(sin<), 
7  [(a*+p*)— p*sm*t\»  ' 


+ 
Durch  die  Substitution 
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(24.)         z  =  asin/,     dz  —  awstdt,     yd2 — z2  =  acostf 
findet  man 

1     m,J(z*+ifiFY^=Z*    J(a2sin2*  +  />2)» 

-      Pflr         rf(coBQ  Q/Il+W,-|«W) 

"        "[(«*  +/>2)-a2cos2<]»  ■*"  ^A«2+/>2)tg2*+/>2]n  " 
Ausserdem  kann  man  auch  Recursionsformeln  herleiten  von 

der  Form 

(26)    f(P*+<*)d*_Ate+S)VZ\  fjPp+tM*    ,  f(P,z+QJdz_ 

'J  J(z*+p*)»vz  {z*+p*r~l  J(z*+p*)»-iyz  J{z*+p*y-*vz 

wobei  man  die  unbestimmten  Coefflcienten  R,  S,  Pu  Q,f  P^  Q^ 
durch  Differentiation  von  \  0  ,    J^  .  findet. 


IX.  Abschnitt. 
Integration  transcendenter  Functionen. 

§43. 

Herleitung  einiger  Recursionsformeln. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  123  bifl  128.) 
Schon  im  ersten  Theile  ist  die  Integration  zahlreicher  tran- 
scendenter Functionen  ausgeführt  worden,  wobei  sich  die  Formeln 
Nr.  13  bis  16,  29  bis  52,  60,  62  bis  69  der  Tabelle  ergaben. 

Diesen  Formeln  mögen  noch  einige  weitere  durch  die  Lösung 
der  folgenden  Aufgaben  hinzugefügt  werden. 

Aufgabe  1.    fmrxcosPzdx  =  ? 

Auflösung.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  findet  man  die 
einfachste  Losung  der  Aufgabe  mit  Hülfe  von  Formel  Nr.  38  der 
Tabelle;  und  ist  m  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  man  Formel 
Nr.  39  der  Tabelle  mit  gutem  Erfolge  anwenden.  Sind  aber  m 
und  n  beide  gerade  Zahlen ,  so  wird  man  durch  partielle  Inte- 
gration zum  Ziele  kommen.  Nach  Formel  Nr.  61  der  Tabelle 
ist  nämlich 

(1.)  fudv  =  uv-ßdu; 

setzt  man  also  in  dieser  Formel 
(2.)  u  =  swm~]z,    de  =  cos^sinattfe, 

und  deshalb 

(»08* -M# 

(3.)  du  =  (m  — 1)  sin1"-2*  coszdz.    v  = — - -? 

n+1 

so  erhält  man 
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SJn",""1:rCOSn+1:r 


(*•)  f* 


$inmxcosnzdz  ■=■ 


n+l 

+  m~.     l$Ulm-2TCOSn+2?dT. 

n  +  lj 

Ist  m  positiv  und  n  negativ,   so  ist   diese  Formel  sehr 
brauchbar.    Ist  z.  B. 

n  =  — jn, 
so  geht  Gleichung  (4.)  über  in 

/sin-s      __  sinw~1# ,    m — l    /sinw~V 

cosm:r      ~~      ( — m  +  l)cosm-"1^      — tn+lj  cos^-V   r? 

oder 

(5.)  /  ig"1  xdx  = tg m~xx  —  ltg?*-'lxdz. 

Ist   aber  n  gleichfalls  positiv,   so  benutze  man  die  Bezie- 
hungen 

cos2*  =  1  —  sin2*, 
sinm-2*cosn-f2a:  =  sinm"2*cosw2' — sinw#cosn:r. 
Dadurch  geht  Gleichung  (4.)  über  in 

smmar C06"rar  = — \-    .   ,  ^  /  Sinm-2£  co&Hxd.r 

n+l  n+lj 

-—-/sinw,*COSna:^:. 

w  +  1 J 

oder 

m  +  n  f.  ,  sin"*-1  s  COSn+1  a: 

Sinm:zCOS":ra:r  =  — 


7"i  /S1 

Daraus  folgt 
(6.)  /, 


n  +  l 
H ---/sinm~Vcoswarc?.r. 


M     ,  Sinw-1a:COSn"rla: 

sinmr  costt*  efe  = 

m  +  71 

H 1  $inm-2jrcosnzdx. 

-   '  nj 


m  +  i 

Durch  diese  Formel  kann  man  den  Exponenten  m  reduciren. 
wenn  m  positiv  ist. 
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Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichung  enthält  bereits 
Formel  Nr.  66  der  Tabelle. 

Vertauscht  man  in  Gleichung  (6.)  m  mit  —  m  +  2,  also 
m — 1  mit  — m  +  1,  m — 2  mit "—  *n,  so  erhält  man 

/cos»*    ,  _ cos**1* m — 1       Asos"*    , 

Jsmm-'1x      ~~       (»— m+2)sin"l"~1*       » — m+2  J  sinm*       ' 

oder 

/« x     /cos'**  .  cos**1*  n—m+2f  cos"*      . 

(7.)     / -?-— a*  = —  t ,N  .    ■    , 7—1    .  „  »>     o*. 

v    '  J  sin"*  (m  —  l^sin1"-1*        m  —  1  J  sin"1-2* 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichung  enthält  bereits 
Formel  Nr.  69  der  Tabelle. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  den  Exponenten  n  reduciren. 
Setzt  man  nämlich 

(8.)  u  =  cos*-1*,    dv  =  sinm*cos*rf*, 

also 

(9.)         du  =  —  (n  —  1)  cos*-2*  sin*  rf*.     t>  = — -, 

so  wird  nach  Gleichung  (1.) 

/**\  i-fn       n   j        sinw+1*cosn-1*  ,  n—lf.     .,       _.  .    , 

(10.)  /sinm*cosn*d*  = — ; 1 — #sinm+2*cos*-2*rf*. 

J  m+l  m+lj 

Ist  n  positiv  und  m  negativ,  so  ist  diese  Formel  sehr 
brauchbar,  ist  z.  B. 

m  = —  n, 
so  geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 

(11.)  ßtgnzdx  =  —  ?^L^_  ßtgn-2xdx. 

Ist  aber  m  gleichfalls  positiv,  so  benutze  man  die  Be- 
ziehungen 

sin2*  =1  —  cos2*, 
sin^+^cos*-2*  =  sin**cosn-2* — sin"**  cos"*. 
Dadurch  geht  Gleichung  (10.)  über  in 

Stegemann-  Kiepert,  Integral-Rechnung.  17 
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/'  •  -         «    j        Wti*+Xz  COS"-1*     ,    n  —  1/.,,,         *o» 
m+1  fn  +  lj 

— r  /  smmx  cos"*  efe, 

m  +  lj 

oder 

— rr  l$mmzco8nxax= — —  lsmmxcas>n  \rdx: 

m+lj  m  +  1  w+ly 

daraus  folgt 

(12.)  lsmmzco$>nxdx  = ; - —  |sinma;C08w-V^r. 

Durch  diese  Formel  kann  man  den  Exponenten  n  reduciren, 
wenn  n  positiv  ist. 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichling  enthält  bereits 
Formel  Nr.  64  der  Tabelle. 

Vertauscht  man  in  Gleichung  (12.)  n  mit  — *  +  2,  also 
n  —  1  mit  — »+1,  n — 2  mit  — *,  so  erhält  man 

/sinmg      , sinm+1.r — n  +  1     fsmmx    , 
COSw"2a:        ~~  (m  —  w+2j  COS11"1^       m —  n+2j   COSna*        ' 

oder 

,     .   fswmx       __         sinm'fla: m  — » +  2  f  sinwa-    , 

^     "'y   COS":r      '~~    (» — l)C0Sn"1a:  n  —  1     J  COS"-2* 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichung  enthält  bereits 
Formel  Nr.  68  der  Tabelle. 

Die  hergeleiteten  Formeln  bleiben  richtig,  gleichviel,  ob  m 
und  n  gerade  oder  ungerade  sind. 


§  44. 

Integration  trigonometrischer  Functionen  durch  Anwendung 
der  Moivre'schen  Formeln. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  129  bis  134.) 
Die  Integration  von  cosm<pd<p   und  von  sin^rfy,   welche 
bereits  durch  die  Formeln  Nr.  36,  37,  64—67  der  Tabelle  gegeben 
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ist,  kann  auch  mit  Hülfe  der  Moivre'schm  Formeln  ausgeführt 
werden.    Nadi  D.-R.,  Formel  Nr.  176  der  Tabelle  ist 

(1.)     22n(cosc/')2M  =  2cos(2n9>)  +-  (^2  cos(2*  —  2)<p  + 

(2;)2<x>s(2»-4)yH_ 

indem   man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dtp  multiplicirt 
und  dann  integrirt,  erhält  man 

(2.)    22-^os>  rfy  =  ^  sin  (2*y)  +  (*f)^±-^  sin(2«  -  2)y  + 

(t)2^sfa^-4^+--+C-l)Sin^+Cn> 

Beispiel. 

(3.)    64/cos6y<fy>  =  £sin(6y)  +  3sin  (4y)  +  15sin(2y)+20y. 

Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  177  der  Tabelle  ist 
(4.)     22*+1(cosy)2n+1=2cos(2»+l)y  +  (*nt1)2  cos  (2n— l)y+ 

•••+(2;^11)2cos^)+(2w„+1)2cosy; 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dtp  multiplicirt  und 
dann  integrirt,  erhält  man 

(5.)    22w+1  /cos^+Vefy  =        2       sin(2»+ 1)  tp  + 

Beispiel. 

/•  o  14 

(6.)  128/costy</y  =  =-sin(7y)  +  y  sin  (5y)  + 14  sin  (3  <p)  +  70  sin  y . 

Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  178  der  Tabelle  ist 


17* 
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(7.)      (— l)"2*»(sin9>)?"  =  2cos(2»<r)— (2*)2cos(2»— 2)<p  + 
(22W)2cos(2»-4)y  —  +  ...+(—  ly-^J^^cos&y) 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dy  multiplicirt 
und  dann  integrirt,  erhält  man 

(8.)  (-l)"2*>fetf*yd<p  =  |-sin(2«9»)-(21w)^|-18in(2n-2)y 
+  (22W)2^4  sin  (2«-4)y-  +  . . .  +  (-l)-'(n  ^  1)sin(29>) 

Beispiel. 

(9.)    —  64/sinVfy>  =  ^sin(6y)— 3sin(4y)+15sin(2y)— 20y. 

Endlich  ist  nach  Formel  Nr.  179  der  Tabelle 
(10.)  (— l)»22w+t(siny)2,l'fl  =  2sin(2»  +  l)y  — 

(2*+  ^2  sin  (2»-l)y  +  - . . .  +(_i)-i(2^+i1)2  sin  (3y) 

+  (-l)w(2n  +  1)2siny; 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichimg  mit  d<p  multiplicirt 
und  dann  integrirt,  erhält  man 

(1 1.)  (— l)n22n+1/*sin2n+1y d<p  =  —  2^-j-  cos(2»  +  1)  y+ 

Ct  Och-o-»*  - +-+<-iKJ,-.1)i«-<*> 

+  (_  1)«+Y2n +^2(508  f/>. 

Beispiel. 

(12.)  128/sin79)rfy=-cos(79))— — cos(5y)+14cos(3y)— 70cosy. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  /sinmycosMyefy>  berech- 
nen, wenn  man  die  Formeln 
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(13.)  2t  Sin  (p  =  e<P'—  er**,     2  COS  <p  =  a»'  +  e-*' 

berücksichtigt.    Es  ist  z.  B.  nach  den  Gleichungen  (13.),   wenn 
man 

(14.)      eff*  =  cos?>  +  t  sin  y  =  w,    *-»'  =  cosy  —  «siny  =  v 

setzt  und  beachtet,  dass  uv  =  l  ist, 

— 64sin2y  cos4y  =  (*9*  —  «-*')*(•»'  +  e-v*)4 

=  («  —  t>)2(*  +  t>)4 

=  w«  +  2«6<?  —  u*v*  —  4w3t>3  —  w2o4  +  2wr5  + 1;6 
=  («•  +  t«)  +  2  (w4  +  t>4)  —  (w2  +  *2)  —  4 
=  2cos(6y)  +  4cos(4?>)  —  2cos(2y)  —  4, 
also 
— 64/*sin2ycos4g><fy)  =  £sin(6y)  +  sin(4y)  —  sin(2y)  —  4y. 

Zur  Berechnung  yonj9eaxcos(bx)d.r  und  feP*WL(bz)dr.  kann 
man  Formel  Nr.  61  der  Tabelle,  nämlich  die  Gleichung 
(15.)  fudv  =  uv  —  fvdu 

verwenden,  indem  man 

(16.)  u  =  0«*,     cfo  =  COS  (&r)c£r,    . 

also 

(17.)  du  =  ae^dx,     c  =  -^  sin(&r) 

setzt;  dann  findet  man 

(18.)      jeF*eo%{bx)  dz  =-re°*  sin  (Ar)—  jfe^sm(bx)dx. 

Setzt  man  dagegen  in  Gleichung  (15.) 
(19.)  «  =  *■»,    cfc  =  sin(&r)<£r, 

also 

(20.)  tfn  =  o^rfr,    v  =  —  i-  cos  (Ar), 

so  erhält  man 
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(21.)  Ie"$m(bz)dx  =  —  i-e"cos(&r)  +  |  ffcos^dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  Gleichung  (21.)  mit  —  j-  multiplicirtj 

a2  _l  42 
zu   Gleichung  (18.)   addirt  und    das   Kesultat    durch   — j^— 

dividirt, 

(22.)       y^e«(fe)*  =  -  •  »«»(fe)  +  *»hi(fa-). 

Multiplicirt  man  dagegen  Gleichung  (18.)  mit  t->   addirt 

a2  + J2 
dann  Gleichung  (21.)  und  dividirt  durch  — p— »  so  erhält  man 

/«o\             /*-**  •    /inj           ~*    a  sin(&r)  — icos(fcr) 
(23.)  /  e^sm  (&r)«fe  =  e°* v  Jj  — ^— '- 

Noch  einfacher  findet  man  diese  Resultate  durch  Anwendung 
der  JfotWschen  Formeln.    Es  ist  nämlich  nach  D.-R.,  Formel 
Nr.  173  der  Tabelle 
(24.)  e°*  [cos(fcr)  +  t  sin(  bx)]  =  e"  .  ebxi  =  *(«+»'>. 

Erklärt   man  also   das   Integral  einer   complexen   Grösse 
A  +  Bi  durch  die  Gleichung 

(25.)  f(A+Bi)  dx  =/Adx+ifBdx, 

so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (24.)*) 

(26.)  J'&ugCOS(bx)dr  +  ife^%\Ti{bx)dx  =  fel*+hi*dx 

1 


a  +  bi 


0(a+bi)x 


=  *  ~  &2  •  e^[cos(*.r)+i  sin(&r)] 
=    2       ,2  •  e**  [(/cos (*ar)  +  *  sin(&r)] 
+    2        -a  •  «"[öSin(&p)  —  b  COS(&r)J. 


*)  Die  Zulässigkeit  des  hier  folgenden  Verfahrens  ergiebt  sich  aus 
D.-R.,  §  13«. 
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Sind  aber  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich,  so  müssen 
die  reellen  Theile  and  ebenso  auch  die  Factoren  der  imaginären 
Theile  einander  gleich  sein],  folglich  findet  man  aus  Gleichung 
(26.)  in  Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (22.)  und  (28.) 

y>cos(&r)  * = «~ .  *«»(*g+wfe)t 


Eine   weitere   Anwendung    dieser  Methode  liefert  die  Be- 
rechnung vony*cos(a1a;+i1)cos(a2a-+i2) ...  cos  (anx+bn)dr. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 
(27.)  axz  +  *i  =  9>i>     <hx  +  *2  =  V21    •  •  •  «i^  +  *»  =  y»» 
so  ergiebt  sich  aus  der  bekannten  Formel 

(28.)  2  cos  94  cos<jp2  =  cos(y,  +  g>2)  +  oobJ(^p1  —  y2) 

ohne  Weiteres 

(29.) JcM{axz+bx)m(a&+bddx=  *       .  Bin[(a,  +ajz  + 

(*i  +  W]  +  2  («/-*,)  SÜ1  [(ö1  -  "*)*  +  <*«  -  *$• 

Beachtet  man,   dass  sich   Gleichung  (28.)  mit  Hülfe  der 
3fof0r?'schen  Formeln  herleiten  lässt,  indem  man 

4cosyt  cosy2  =  (etpii  +  *"*')  («^  +  er**4) 

=  2  cos(qpt  +  y2)  +  2cos  (9^  —  y2) 

setzt,  so  erkennt  man  sofort,  in  welcher  Weise  sich  das  in 
Gleichung  (29.)  gefundene  Resultat  verallgemeinern  lässt.  Es 
wird  nämlich 

(30.)     4  cos  q>x  cosy2  cos  y3  =  cos  (9^ + y2  +  y3)  +  cos  (<pt + y.2 — y3) 

=  COS^,— y2+y3)  +  COS(y1— ^2— y3), 

also 
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(3n  /cos«)  cos*  coandr  -sin^+  ^+^0  ■  sin(yi+ya-y8) 

Dieses  Verfahren  kann  man   auf  beliebig  viele  Factoren 
ausdehnen  und  dadurch 

J'eo&(aix  +  b^)cos(a^x  +  42)  . .  .  C0S(o„a;  +  bn)dx 

bestimmen. 


X.  Abschnitt. 
Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

§45. 

Näherungsmethoden  durch  Einführung 
einfacherer  Functionen. 

In  vielen  Fällen,  wo  das  unbestimmte  Integral  einer  Diffe- 
rential-Fanction  schwer  zu  ermitteln  ist,  kann  man  den  Werth 
des  bestimmten  Integrals  durch  andere  Hülfemittel  genau,  oder 
doch  mit  grosser  Annäherung  berechnen. 

Von  diesen  Hiilfemitteln  sollen  hier  einige  angefühlt  werden. 

Aus  der  geometrischen  Deutung  eines  bestimmten  Integral  s 

6 

Jfl{x)dx  als  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur,  welche  oben 

a 

begrenzt  ist  durch  die  Curve  y  =/'(#),  rechts  und  links  durch 
die  Ordinaten  x  =  i,  bezw.  x  =  a  und  unten  durch  die  X-Axe 
(vergl.  Formel  Nr.  4  der  Tabelle),  ergiebt  sich  sofort  der  fol- 
gende 

Satz  1.  Sind  yx  =  (p(x)  und  y  =f'(x)  zwei  Functionen, 
welche  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  b  sich  durch  Curven 
geometrisch  darstellen  lassen ,  und  bleibt  in  diesem  Intervalle  y>  (x) 
beständig  gleich  oder  kleiner  als  f  (x)}  so  ist  auch 

(1.)  }9{z)d*</f'(x)dr; 
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denn  die  von  der  Curve  y  =/'(«)  begrenzte  Figur  hat  einen 
grösseren  Flächeninhalt  ab  die  von  der  anderen  Curve  y,  =  y  (*) 
begrenzte  Figur.  Dabei  ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die 
Curven  beide  über  der  X-Axe  liegen;  der  Satz  bleibt  aber  auch 
dann  noch  richtig,  wenn  diese  Voraussetzung  nicht  erfiillt  ist. 
Man  kann  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geometri- 
schen Deutung  des  bestimmten  Integrals  fahren,  indem  man  das- 
selbe als  eine  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Grössen  <p(x)dx,  bezw.  f\x)dx  betrachtet.    Aus 

(2.)  v(x)dz^f\x)dx 

folgt  dann  auch  die  Ungleichheit  der  Summen,  also 

b  b 

f<t>{x)dx<ffXx)dz. 

a  a 

Satz  2.  Liegt  die  Function  f\x)  für  alle  Wertfie  von  x 
innerhalb  des  IntervaUes  von  a  bis  b  der  Grösse  nach  beständig 
zwischen  <p(x)  und  ip{x\  ist  also 

(3.)  <p(x)%f'{x)^ip{x), 

so  ist  auch 

i  b  » 

(4.)  f(p  (x)  dx  <//'(?)  dx  <fip (x)dx. 

a  a  a 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  Satz  1. 


Uebnngs  -  Beipiele. 

0,5 

Aufgabel.    fy=j  =  ? 


0,5 

/i 


Auflösung.    Da  x  beständig  ein  positiver  ächter  Bruch  ist, 
so  gelten  die  folgenden  Ungleichungen: 

0  ^x  <l, 

1>1  —  x*>l  —  x* 
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1  ^Vl—  z*^yL=z*, 


folglich  wird  auch 

0,5  0,5  0,5 

es.)  ß<f/x  <f-A= 

w  J       JVT=**  J  VT=7* 

0  0  0 

oder 

0,5 

(6.)         0,5  </*     dx      <  aresin (|)  =  ^  =  0,5235 988. 

0       ' 

Am  häufigsten  wird  der  Satz  zur  Anwendung  kommen  in 
dem  Falle,  wo  für  die  Werthe  eines  bestimmten  Integrals,  welches 
einen  »variablen  Parameter"  enthält,  eine  Tabelle  bereits  be- 
rechnet ist  In  dieser  Tabelle  sind  natürlich  nur  einzelne  Werthe 
des  Parameters  berücksichtigt;  will  man  dann  den  Werth  des 
Integrals  auch  für  andere  Werthe  des  Parameters  ermitteln,  so 
muss  man  zunächst  den  angegebenen  Satz  benutzen,  um  einen 
angenäherten  Werth  zu  erhalten.  Wie  dies  gemeint  ist,  möge 
die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

n 

Aufgabe  2.     f-. .--=  =  ? 

J  Vi  —  sin2«  sin2« 

ü 

Auflösung.  Liegt  der  Winkel  «,  welcher  in  diesem  Beispiele 
der  „variable  Parameter"  ist,  zwischen  den  beiden  spitzen 
Winkeln  «,  und  «2,  ist  also 

«,  <  «  <  tf2j 
so  wird 

sin2«!  <  sto2«  <  sin2a2, 
sin2^  sin2«  ^  sin2a  sin2«  ^  sin2«2sin2«, 
Vi—  sin^sin2«  ^  Vi  — sin2« sin2« ^  ]/l— sin2«2sin2«, 
1  —  1-^1 


Y 1 — sin2«t  sin2«      Vi  —  sin2asin2«      Vi—  sin2«o  sin2« 
also 
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(7)      f^  dx  <r\  dx  ^/1—J^—, 

*'   J  yi— sürfysin2*   J  \\  —  sin2«  sin2*    J  Vi—  sin2«2sin2* 

Es  sei  z.  B. 

a,  =  38°,     «  =  38°  30',     «2  =  39°, 
dann  ist,   wie  man  den  Tafeln  von  Legendr e  entnehmen  kann, 

/*  dx  f2  dx 

,  =  1,7633,  /  .  =  =  1,7748, 

Vi— sin^sin^  J  yi— sin2«2sinV 


o 
also 


(9.)  1,7633  <  f\         dx     =  <  1,7748. 

v    }  J  yi— sin2asin2* 

o    r 

Der  genaue  Werth  des  Integrals  wird  1,7690. 


§  46. 

Mittelwerthsätze. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  135,  135a  und  136) 
Es  sei  jetzt 

(1.)  /'(*)=*(*).*(*), 

wobei  die  stetige  Function  h{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b 
zunächst  beständig  positiv  sein  möge.  Ferner  erreiche  die  in 
diesem  Intervalle  stetige  Function  g(x)  ihren  kleinsten  Werth  K 
für  x  =  xx  und  ihren  grössten  Werth  G  für  x  =  x2l  wobei  a:,  und 
x2  noch  zwischen  den  Grenzen  a  und  &  liegen  sollen;  es  sei  also 

(2.)  9{*x)  =  K    und    g(x2)=  G, 

dann  wird 

(3.)  K^g{x)^G, 

und  deshalb  auch 

(4.)         K.  h{x)dx^g(x) .  A(£)cfe  =f'(x)dx  S  G  .  A(s)cfe; 
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folglich  wird  nach  Satz  2  in  §  45 

b  b  b 

(5.)  Kfh  (x)  dx  <fg  (x) .  h  (x)  dx  <  Gfh  (x)  dx. 

a  a  a 

Setzt  man  also 

t  b  b 

(6.)  ff  (*)  <&  =  /V  (*)  ■  h  (*)  dx  =  Mfh  {x)  dx, 

a  a  a 

so  wird 

(7.)  JsjWSJfSG^yW. 

Nach  einem  bekannten  Satze  über  stetige  Functionen  muss 
es  daher  zwischen  xx  und  x^  einen  Werth  von  x  geben  —  er 
heisse  |  — ,  für  welchen 

wird.    Da  |  zwischen  2,  und  xx  liegt,  so  muss  £  auch  zwischen 

a  und  b  liegen;  es  ist  also 

(9.)  a^SSJ. 

Erklärt  man  also  eine  Grösse  O  durch  die  Gleichung 

(io.)  e  =  l— a, 

so  liegt  0  zwischen  0  und  1,  und  man  erhält 
(11.)  $  =  a+®(J  — a),     Jf=y[a+«(J  — a)). 

Deshalb  geht  Gleichung  (6.)  über  in 

b  b 

(12.)  fff  (x)  ,h(x)dx  =  g[a  +  &(b  —  a)]fh(x)dx. 

a  a 

Der  Satz,  welcher  in  dieser  Gleichung  enthalten  ist,  heisst 
„cfer  erste  Mittelioerthsatz"*)  und  bleibt  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  h{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  beständig  negativ  ist. 
In  diesem  Falle  kehren  sich  beim  Beweise  nur  einige  Un- 
gleichheitszeichen  um.  Es  genügt  also  für  die  Gültigkeit  des  in 
Gleichung  (12.)  enthaltenen  Satzes  die  Voraussetzung,  dass  h(x) 
zwischen  den  Grenzen  a  und  b  das  Vorzeichen  nicht  wechselt. 


*)  Der  zweite  Mittelwerthsatz  möge  hier  übergangen  weiden. 
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Aus  Gleichung  (12.)  folgen  noch  unmittelbar  die  Formeln 

(13.)  fg  (x)  .  h(x)dx  ^g{Qx)fh{x)dx1 

0  0 

(14.)  fg  (x)  .h(x)dx  =  g(a  +  @c)fh  (x)  dx. 

a  a 

Setzt  man 

b  b 

h  (x)  =  1,     also  fh(x)  dx  =fdx=:b  —  a, 

a  n 

so  geht  Gleichung    (12.)  über  in 

b 
(15.)  /ff(x)dx  =  (b-a)ff[a  +  e(b-a)l 

a 

oder 

(15a.)  ff(x)  dx  =  (b-a)f[a  +  Q(b-  «)]. 

a 

Für  diesen  besondereren  Fall  des  ersten  Mittel werthsatzes 
ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  geometrische  Deutung.    Der 
***  w-  Gleichung  y  =f(x)  entspreche 

die    Curve   AB,    dann  ist   der 
Flächeninhalt  der  ebenen  Figur 

b 
(16.)  AxABBx=ff(x)dx. 


Da  nun  der  Curvenbogen  AB 
stetig  ist,  so  giebt  es  zwischen 
A  und  B  mindestens  einen  Punkt 
P,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Gerade  RS,  welche 
durch  P  zur  X-Axe  parallel  gezogen  ist,  ein  Rechteck  AXRSBX 
bestimmt,  welches  mit  AxABBy  gleichen  Flächeninhalt  besitzt. 
Da  nämlich 

OQ  =  a  +  ®{b  —  a) 

ist,  so  wild  in  diesem  Rechteck 
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AxBx=b  —  a,     QP=f  [a  +  ©  (*  —  «)], 
folglich  ist 

b 

(17.)  A1ABBi  =ff(z)dz=AsRSBx  =(*  —  a)f[a+G(b  —  a)\ 


§  47. 

Integration  bei  unendlichen  Grenzen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  137  und  138.) 
Bei  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  durch  Formel 
Nr.  4  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Gleichung 

(1.)  //(*)*=/(*)-/«. 

a 

war  bisher  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Grenzen  a  und  b 
endliche,  constante  Grössen  sind.  Jetzt  kann  man  sich  aber 
vorstellen,  dass  die  obere  Grenze  b  nicht  mehr  eine  constante 
sondern  eine  veränderliche  Grösse  sei,   welche  schliesslich  bis 

in's  Unbegrenzte  wächst.    Demgemäss  würde  ff  (z)  dz    durch 

a 

die  Gleichung 

00  * 

(2.)  ff(x)dx  =  lim  ff(z)dz  =  lim/(J)  -/(</) 

erklärt  werden. 

Auch  die  geometrische  Deutung  bleibt  in  diesem  Grenzfalle 
noch  bestehen,  die  ebene  Figur  aber,  deren  Flächeninhalt  durch 
das  Integral  ausgedrückt  wird,  erstreckt  sich  längs  der  X-Axe 
bis  in's  Uendliche.  Es  war  schon  früher  (§11,  Aufgabe  8)  ge- 
zeigt worden,  dass  der  Flächeninhalt  der  Figur  trotzdem  einen 
endlichen  Werth  haben  kann. 

In  gleicher  Weise  kann  auch  die  untere  Grenze  a  sich 
ändern    und    bis    in's    Unbegrenzte   abnehmen.      Dann    möge 


J  f(z)dz  durch  die  Gleichung 
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6  b 

(3.)  //(*)&  =  lim    //'(*)  «fr  =/(»)- Hm  /(•) 

_<x>  aas— oo     a  aas— oo 

erklärt  werden. 

Aus  den  folgenden  Beispielen  kann  man  ersehen,  dass  hier- 
bei drei  Fälle  zu  unterscheiden  sind: 

I.   Das  Integral  mit  unendlichen  Grenzen  wird  selbst  un- 
endlich gross  \ 
II.   das  Integral  behält  einen  endlichen  Werth; 
III.  das  Integral  wird  unbestimmt. 

Beispiele« 

1.)       /  e*dx  =  lim  M  =  lim  e*  —  1  =•  oo. 

'         J  6  =  oo  J<>         *=*> 

0 

cp 

2.)      J e-d,  =  -lim  [e-i  =  1  -Hm  (£)  =  1. 

—  CO  k=  —  CO  F  &==  —  OD 

~~  a\2        2/       a' 

Aus  diesem  Beispiele  sieht  man,  dass  auch  gleichzeitig 
beide  Grenzen  unendlich  werden  können.  Im  Uebrigen  kann 
man  die  letzte  Aufgabe  auch  durch  Zerlegung  des  Integrals  auf 
die  vorhergehende  Aufgabe  zurückführen.  Es  ist  nämlich,  wenn 
man  y  =  —  x  setzt, 
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+  00  0  +» 


ydx      __     f     dx  f dx 

a2  +  a:2~  J  a*  +  x*+Ja*  + 

—  »  _ao  0 

0  +oo 

—      f    dV       \  f    dx 

J  a»  +  y*"V  <*2  +  - 

+»  0 

y  a2  +  «2       a 


5.)  /Ä  =  Um  [2]/*]!  =2  lim  V*  — 2  =  00. 


6.) 


/%  =  _2lin,r-^f=2-2lim^)  =  2. 
7.)  I—  =  lim  p  x]h  =  lim  1^  =  00. 

ff 

8.)  /  cos  x  dx  =  lim  [sin#]*  =  lim  sin*. 

0  "~  "" 

Dieser  Ausdruck  nähert  sich  keiner  bestimmten  Grenze;  in 
diesem  Falle  wird  also  das  Integral  unbestimmt,  wenn  man  die 
obere  (oder  untere)  Grenze  unendlich  gross  werden  lässt 

Auch  bei  der  Kubatur  der  Rotationskörper  war  ein  der- 
artiges Integral  bereits  aufgetreten.  In  §  17,  Aufgabe  13  er- 
hielt man  für  das  Volumen  des  Körpers,  welcher  durch  Rotation 
der  Cis8oide  um  die  Asymptote  x  =  2a  entsteht,  einen  Werth, 
der  auch  dann  noch  endlich  bleibt,  wenn  y  unendlich  gross  wird. 
Es  war  nämlich 

#=2asin2y,     y  =  2a ->    x  —  2a  = —  2acos2y, 

y 
V=nf  (x  —  2a)*dy  =  atn  [—  sin(2r/)cos(2y)+2y+£  sin3(2y)]. 
o 

Stegemann  -  Kiepert ,  Integral-Rechnung.  lö 


274  §  48.  Integration  unstetiger  Differential-Functionen. 

Für  lim  y  =  oo  wird  <p  =  ^->  also 

V  =  nf  [x  —  2a)2rfy  =  a*7r2. 


§48. 

Integration  von  Differential-Functionen,  die  an  den  Grenzen 
des  Integrals  unstetig  werden. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  139-141.) 
Bei  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  durch  Formel 
Nr.  4  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Gleichung 

(1.)  ff(x)dx  =  [/(»)])  =/(*)-/(«), 

war  bisher  auch  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  /'  (*■) 
in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig  sei.  Jetzt  möge  aber  f\x) 
stetig  sein  für 

a^x  <b, 

während 

(2.)  /-(»)=:  OO 

ist.  Bezeichnet  man  dann  mit  /?  eine  beliebig  kleine  positive 
Grösse,  so  gilt  für 

noch  die  frühere  Erklärung  des  bestimmten  Integrals,  wie  klein 
0  auch  sein  mag.    Dem  entsprechend  möge  ff  (x}  dx  erklärt 

a 

werden  durch  die  Gleichung 

(S.)  //' (x)  dx  =  lim  //'  (x)dx  =  lim  /(*  -  ß)  —f(a). 

Es  sei  z.  B. 

/'i»  =  — i=,    also   /'(*)  =  ±00, 

p6 — .r 
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dann  wird 

A<*,&=./W==-'2)&.[v^<' 

a  a 

=  —  2^1im  Vß—  yV-^a\  =  2  Vä  —  a. 

Bleibt /'(a-)  stetig  für 

a  <x%b, 
während 

(4.)  /'(«)  =  +  «> 

ist,  so  bezeichne  man  mit  u  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse, 
dann  gilt  für 

ff{x)dx=fib)-f(a  +  «) 

noch  die  frühere  Erklärung  des  bestimmten  Integrals,  wie  klein 
.  b 

auch  a  sein  mag.    Dem  entsprechend  möge  ff  (x)  dx  erklärt 

a 

werden  durch  die  Gleichung 

b  b 

(5.)  ff(*)dx  =  lim    ff(x)dx  =/(*)  -  lim  f(a  +  u). 

Es  kann  auch  vorkommen,  dass  beide  Fälle  vereinigt  sind, 
dass  also 

(6.)  /'(«)  =  ±oo    und   /'(Ä)  =  ±oo, 

dass  /'  (.r)  aber  stetig  ist  fiir 

a  <x  <6; 

6 

dann  wird  Jf{/)dx  erklärt  durch  die  Gleichung 

a 

b  b-.i 

<7-)      //iW*:=  l™    ff(x)dx  =  l\mm— p)  —  lim/(a+co. 

Beispiele  von  derartigen  Integralen  waren  bei  der  Quadratur 
der  Curven  mehrfach  aufgetreten.    So  ergab  sich  bei  Aufgabe  8 

18* 
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in  §  11  für  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur,  welche  oben 
von  der  verallgemeinerten  Hyperbel 

y  =  y2p.x    n 
begrenzt  wird, 

*i  n—m  n—m 


Ist  n>  m,  so  wird  lim  xx       =  0,  und  man  erhält  für 

*l  =  o 

(9.)  f=  fy&  =  *^ms=*3ab. 

v    '  J  J  n — m    *  n  — 


einen  endlichen  Werth,  obgleich  y  unendlich  gross  wird  für  x  =  0,  • 
so  dass  sich  der  Flächenstreifen  längs  der  F-Axe  in's  Unendliche 
erstreckt. 

Ferner  fand  man  bei  Aufgabe  12  in  §  11  für  den  Flächen- 
inhalt der  ebenen  Figur,  welche  von  der  Cissoide  mit  den  Glei- 
chungen 

(10.)  x  =  2asin2y,     y  =  2a  ^-^ 

begrenzt  wird, 

x  tp 

(1 1 .)  .F  ==y  ydx  =  8a2/sin  xtp  dtp 

o  o 

=  a*[3(p  —  cosy  (2sin3y+  3siny)]. 

Für  x  =  2a  oder  tp  =  —  wird  y  unendlich  gross,    so  dass 

sich  der  Flächenstreifen  längs  der  Asymptote  x  =  2a  in's  Un- 
endliche erstreckt.    Trotzdem  bleibt 

2« 

(12.)      F  =  /  ydx  =  a2  lim  [3y  —  cos  </>  (2  sin*  (p + 3sin</0]  =— ?.— 

endlich. 

Man    erkennt    aus   den    angeführten  Beispielen,   dass   bei 
dieser  Erklärung  das  bestimmte  Integral  auch  dann  noch  als 
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der  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur  betrachtet  werden  kann, 
wenn  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  an  den  Grenzen 
unendlich  gross  wird. 


Ue  bungs-Beispiele. 

b  b 

1.)       f  8/-^—  =  lim  f(x-afKlx  =  3lim  l^-a)" 

J     -Z'tx a)2         aszoJ  a=0,r  Aa+a 

a        r  y  '  a+u 

==  3-^4^7*  —  Slim-^ü  =  3  j/b~^Z. 

b  b 

2->    firr=i  = lim  firr-i  =  lim„ L1  ^e+y^=Ti)L. 

=  1  (Ä+  V*2  —  a2)  —  liml(a  +«+)/2a«+«2) 
«=o 


=  i  (*+vä^)  _  lB  =  i(£+&=£). 


3.)    /-==*_  «ito     /"_-£ , 

/  Vi*  —  a)(Ä  —  *)      «-•  fl/a    Vi*—  a)(b-x) 

Nun  ist 

ytfo-  /*  dx 

V(x—a)(b—7)  ~JV—ab  +  {a+b)x  —  x^ 

dx 


"k 


oder,  wenn  man 

also 

dx  =  dt,     2c  =  £  —  « 

setzt, 
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yr           dx                   f    dt  .    (t\ 
=  /  , =  arcsm  ( -  ] 
y{x—a)(b—x)  Jyc*—p  w 

.     /2x—a—b\ 


Deshalb  wird 

6 


2x  —  a—b\\l"{i 


r       dx  i-    r     •  r2x—a—b\\°- 

I    ,  =  lim    arcsmi  — -. ) 

1  y{x  —  a)ib—x)       a=o  L  V      b  —  a     J\ 


v  .    /b  —  2ß  —  a\      v     /a+2a  —  b\ 

=  hm  arcsinf  — .  ) — hm(  — ^ 1 

fi=o  \      o  —  a     /      a=0\     b  —  a    / 

=  arcsin(+  1)  —  aresin  ( — l)=2arcsinl  =  tt. 


■?-, 


« /Ä=^Mfe)];=Ä>s>(^)=- 


oo. 


§  49. 

Integration  von  Differential-Functionen,  die  zwischen 
den  Grenzen  unendlich  werden. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  142.) 
Wird  die  Function /' (#)  für  x  =  c  unendlich  gross,  wobei 
c  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  liegen  möge,  während  /'  (x) 
stetig  bleibt  für 

a ^ x  <  c    und  für    c  <x*Sb, 
b 
dann  soliy/'  {x)dx  erklärt  werden  durch  die  Gleichung 


(1.)  /■/'(*)«&  =  lim  ff'(x)dr+\im  ffix)dx 

=/(*)  —f(a)+\ymf(c—y)—\imf(c+d), 
wobei  y  und  d  beliebig  kleine  positive  Grössen  sind. 


(2.) 
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Uebungs-Beispiele. 
Aufgabe  1.    Der  Gleichung 

1 
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y=~W 


entsprichteine  Curve(Fig.98), 
welche  die  Y-Axe  zur  Asym- 
ptote und  ausserdem  zur 
Symmetrie  -  Axe  hat ;  man 
soll  den  Flächeninhalt  der 
Figur  berechnen,  welche  oben 
durch  diese  Curve,  unten 
durch  die  X-Axe,  links  durch 
die  Ordinate  x  =  —  1  und 
rechts  durch  die  Ordinate 
x  =  +  2  begrenzt  wird. 


Auflösung.  Längs  der  Y-Axe  erstreckt  sich  die  Figur  in's 
Unendliche,  denn  für  x  =  0  wird  y  =  oo,  folglich  ist  in  diesem 
Falle 


(3.) 


+2 


F=  lim  f  ydx  +  lim  fydx 


+2 


=  lim  /  x  ^dx+lim  fx  * dx 


also 


=  3lim[-^]_;  +  3lim[^j^, 


>'=0 


<J=0 


(4.)        ^=  3[1 —  lim-j^Y+T^  —  limy^]=3(l  +  -^2). 

Man  erhält  also  für  den  Flächeninhalt  der  Figur,  die  sich 
bis  in  s  Unendliche  erstreckt,  einen  endlichen  Werth. 
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Aufgabe  2.    Der  Gleichung 

Fig.  99. 

y 


(5.) 


y==^ 


entspricht  eine  Curve(Fig.99), 
welche  gleichfalls  die  Y- 
Axe  zur  Asymptote  und  zur 
Symmetrie  -  Axe  hat ;  man 
soll  den  Flächeninhalt  der 
ebenen  Figur  berechnen, 
welche  oben  durch  diese 
Curve,  unten  durch  die  X- 
Axe,  links  durch  die  Ordi- 
nate   x  =  —  1    und   rechts 

durch  die  Ordinate  x  =  +2  begrenzt  wird. 

Auflösung.    Längs  der  F-Axe  erstreckt  sich  die  Figur  bis 

in's  Unendliche,  denn  für  x  =  0  wird  y  =  oo,  folglich  wird  auch 

in  diesem  Falle 

-y  +2 

(6.) 


y==0    /       X1  d=0j     *2 

-1  +d 

=  lim[— -1  '+  lim[--l 

y=0  L        x  J  ,  <*=0  L        X  J 


=  lim 1  —  -  +  lim  -=■  =  oo. 

y=o  r  -       <*=o  d 

Man  hätte  einen  i%Äfer  gemacht,   wenn  man  geschrieben 


hätte 


+2 


.+2 


-1 

Wie  man  sieht,  bleibt  die  geometrische  Deutung  des  be- 
stimmten Integrals,  wie  sie  früher  unter  Ausschluss  von  Un- 
stetigkeiten  gegeben  wurde,  bei  der  Erklärung  des  bestimmten 
Integrals  durch  Gleichung  (1.)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn 
/'(*)  für  einzelne  Werthe  von  x  zwischen  den  Grenzen  a  und 
b  unstetig  wird.    In  dem  Falle  nämlich,   wo /'(*■)  für  n  ver- 
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schiedene  Werthe  von  x  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  un- 

b 
stetig  wird,  muss  man  ff  (x)dx  in  n+1  Integrale  zerlegen  und 

bei  jedem  einzelnen  das  in  Gleichung  (1.)  angedeutete  Grenz- 
verfahren anwenden. 

+6 

dx 


Aufgabe  3.      /  —  = 


Auflösung.  Da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  für 
x  =  0  unendlich  gross  wird,  so  muss  man  das  Integral  wieder 
in  zwei  andere  zerlegen.    Man  setzt  also 


+5  -y  4-6 


(7.)  f±  =  limf^+\mf*!- 

v    '  J     x       ys=üJ     x       a=«/     x 

=  liml^+limlft') 
,•=0    \a/      t=a   \o/ 

=  1(i)+uml(0. 

In  diesem  Falle  hängt  der  Werth  des  bestimmten  Integrals 

von  dem  Verhältnisse  j   ab.     Da   dieses  Verhältniss  unendlich 

viele  Werthe  haben  darf,   so  hat  auch  das  Integral  unendlich 
viele  Werthe.    Für  y  =  <*  wird 

—  a 

Dieser  Werth  heisst  nach  Cauchy  „der  Hauptwerth"  des 
bestimmten  Integrals. 

/dx 
5/         -  =  ?  wenn  a<c  <b. 
a      V(z— CY 

Auflösung.    Indem  man  wieder  die  Zerlegung  des  Integrals 
ausfuhrt,  findet  man 
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c-y  b 

=  lim  /    (x — c)~*dz  +  lim  /  (x — c)~*dz 
>=o  J  a=o  J 


=  5  lim  [/*  —  c]a    +5lim[T/.r  — r]c+d 

=  5  [lim-^— r— Y^i^^b^l  — lim-^d] 

y=0  d«0 


§  50. 

Neuer  Beweis  des  Taylor'sohen  Lehrsatzes. 

Aus  den  Sätzen,  welche  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
hergeleitet  worden  sind,  ergiebt  sich  ein  äusserst  einfacher  Be- 
weis des  layfor'schen  Lehrsatzes. 

Die  Function  f{x)  sei  mit  ihren  n  +  1  ersten  Ableitungen 
stetig  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  a  +  A,  dann  findet 
man  durch  partielle  Integration,  nämlich  nach  der  Formel 

(1.)  fade  =  uv  — fvdu, 

indem  man 

u  =/'  (a  +  h  —  /);     de  =  <ft, 
also 

<fa  =  — /"  (a  +  h  —  t)dt,     c  =  t 
setzt, 

(2.)     ff'(a+h  —  t)dt  =  //'  (a+h  —  0+//"  0  +  h  —  t)  tdt. 
o  o 

Für 

u  =/"  (a  +  h  —  *),     <fr  =  tdt 
erhält  man 

du  =  -f'"(a  +  h-t)dt,     *=^, 
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j  t 

'3.)     jf  (a+h—t)tdt  =  llf'(a+h-t)+jf"{a+h-t)£  dt. 

0  Ü 

Wenn  m&n  in  dieser  Weise  fortfährt,  findet  man  die  Glei- 
chungen 

t  t 

(4.)  jf"  (a  +A-0jf  *  =  £/'"  (a+l-Q+f fli)(<>+*-t)$dt, 

0  0 

t 
(5.)   jß«Ha+h-t)J^dt=^ß«Xa+h-t)+ 

I) 

t 

jf+%a+/l-t)-~dt. 

II 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (2.)  bis  (5.)  ergiebt  sich 
daher 

t 

(6.)  jf(a+A  —  t)dt  =  Lf(a+h  —  t)  + 


£f(a  +  h-t)  +  ^f"(a  +  h-t) 

t 

+  ...+  £jf*(a+k— t)+lf»+H(a  +  /t— t)—.dt. 
n*  J  n\ 

<> 

Beachtet  man,  dass 
t 
<  7-)  ff  {a  +  h  —  t)dt  =  —f{a+h  —  f)+f(a+h) 

0 

ist,  so  geht  Gleichung  (6.)  für  t  =  h  über  in 

,8.)  /(„+*)  =/(a)+öfiA+/>);iI+qp*. 


flnHd)  , 


wobei 
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h 

dt 


(90  x=ff<*+n(a  +  k-t)£l 

o 

ist.    Nach  dem  Mittelwerthsatz  (Formel  Nr.  135  a  der  Tabelle) 
ist  daher,  wenn  man  1  —  ©  mit  ©,  bezeichnet, 

(10.)    B=f.+11(„+,,_«/^=/J^±^)*.+, 

0 

Da  ©  zwischen  0  und  1  liegt,  muss  in  diesem  Ausdrucke 
auch  ©,  zwischen  0  und  1  liegen.  Setzt  man  zum  Schlüsse 
noch  a  =  x  und  schreibt  ©  statt  ©,,  so  erhält  Gleichung  (8.) 
die  Form 

(ii.)  /(*+*>  =/w+-öö  4+  öä  j'+öä  j» 

ist.    Dieses  Besultat  stimmt  genau  mit  D.-R.,   Formel  Nr.  49 
der  Tabelle  überein. 


§  51. 

Gliedweise  Integration  unendlicher  Reihen. 

(Vcrgl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  143.) 
Es  sei 

(!•)  /'(*)==*/0  +  *l  +  "2+"3  +  ... 

eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  w0,  w1?  ?/2,  us, . . .  Functionen 
von  x  sein  mögen,  welche  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig 
sind.  Lässt  sich  dann  eine  hinreichend  grosse  Zahl  m  so  be- 
stimmen, dass  für  n  ^  m  der  absolute  Betrag  des  Unterschiedes 
R«  zwischen  der  Summe 

Sn  =  W0  +  Wi  +  U2  +  .  .  .  +Wn-1 

der  ersten  n  Glieder  und  der  bestimmten,  endlichen  Grenze  f\x) 
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stets  kleiner  bleibt  als  eine  vorgeschriebene,  beliebig  kleine 
Grösse  e,  welchen  Werth  x  auch  in  dem  Intervalle  von  «  bis  b 
haben  mag,  so  heisst  die  Reihe  „gleickmässig  eonvergmt" \  Da 
hierbei  Rn  eine  Function  von  x  ist,  so  möge  diese  Grösse  bei  der 
folgenden  Untersuchung  mit  Rn(x)  bezeichnet  werden.  Dem- 
gemäss  sei 

(2.)  RJx)  =f'(x)  —  (Uq+u{+u.x+  . . .  +un_i), 

oder 

(2a.)  f'(x)  =  u0  +  ux  +u2+  .  ..  +  uH_x  +  Rn(x). 

Daraus  folgt 

b  b  b  b 

(3.)      ff'(z)dx  —  fu0dx  +  Juxdx  +  fu<tdx  + 

a  a  a  a 

b  b 

. . .  +fun^dx  +fRn(x)dr. 

a  a 

Da  sich  aus  Gleichung  (2.)  ergiebt,  dass  auch  Rn{x)  für  die 
betrachteten  Werthe  von  x  eine  stetige  Function  ist,   so  kann 

b 

man  für  die  Berechnung  von  J'Rn(x)dxäen  in  Formel  Nr.  136 

a 

der  Tabelle  ausgesprochenen  Mittelwerthsatz  anwenden,  nach 
welchem 

(4.)  fRn(x)dx  =  (b-a)Rn[a+G{b-a)] 

a 

ist.    Nach  Voraussetzung  wird  aber  Rn(x)  für  alle  Werthe  von 

x  zwischen  a  und  b  beliebig  klein,  wenn  ;*  (gleich  oder)  grösser 

als  m  ist,    folglich  wird  auch  Rna  +  0(b —  «*)],  und  da  ä  —  a 

b 

eine  endliche  Grösse  ist,  mdif  Rn(x)dx  beliebig   klein.     Man 

a 
b 

findet  alsoy/'  (z)dx,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 

a 

b 

wo»  um  "*>•••  integrirt,  denn  der  Rest J°Rn(x)dx,  welchen  man 

a 

bei  Berücksichtigung  von  n  Gliedern  vernachlässigt,  wird  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein.  Dadurch  erhält 
man  den  folgenden 
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Satz.     Sind  die  Functionen  «0,  u,,  w2j  w3>  •  •  •  für  a^  Werthe 
von  x  zici&chen  a  und  b  stetig,  und  ist  die  Reihe 

/'(*)  =  "0  +  U\  +  «2  +  **  +  •  •  • 

in  dem  betrachteten  Intervalle  gleichmäßig  convergent,  so  ist  auch 
die  Reihe 

b  h  b 

f  if0 dx  +  f  uxdx  +  fu^dx-\- .  .  . 

a  a  a 

in  diesem  Intervalle  gleichmassig  convergent,  und  ihre  Summe  ist 

b 
gleich  ff'{x)dx. 

a 

Dabei  darf  man  noch  die  obere  Grenze  mit  x  bezeichnen, 
so  dass  sich  ergiebt 

X  XXX 

(5.)  ff'ix)dx  =f  u^dx  -rfux  dx  +  fu2dx+. . . . 


Dieser  Satz  hat  schon  in  der  Differential-Rechnung  bei  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefftcienten  Anwendung  gefunden 
(D.-R.,  §  41). 

Damals  setzte  man 
(6.)  f(x)  =  A+A^x-)- A2x*  +  Azx*  +  .  . .  +  AHxn  +  R, 

also 

(7.)      f\x)  =  Ax  +2^+3^3**+  •  •  '  +*^**—'  +  ™. 

Wie  die  Gleichung  (7.)  aus  Gleichung  (6.)  hervorgeht  durch 
Differentiation  der  einzelnen  Glieder,  so  findet  man  umgekehrt 
die  Gleichung  (6.)  aus  Gleichung  (7.)  durch  Integration  der 
einzelnen  Glieder  zwischen  den  Grenzen  0  und  x,  und  zwar  er- 
hält man  dadurch  fix)— /(0),  woraus  sich  für  A  der  Werth 
/(0)  ergiebt.    Dabei  erhielt  man  den  Satz :  Ist  für  hinreichend 

grosse  Werthe  von  n  die  Grösse  -j-  beliebig  klein,  so  gut  das- 

selbe  auch  von  R. 

Man  erkennt,  dass  dieser  Satz  nur  ein  besonderer  Fall  des 
eben  bewiesenen  Satzes  ist,  denn,  während  es  sich  damals  nur 
um  Potenzreihen  von  x  handelte,  sind  jetzt  w0,  uu  u2, . . .  be- 
liebige stetige  Functionen  von  x. 
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Die  Beispiele,  welche  bei  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  in  der  Differential-Rechnung  gegeben  wurden,  näm- 
lich die  Entwickelung  von 

(8.)     l(i+a;)  =  i_^+^_^+-...fur-l<^S+l? 

(9.)      arctgz  =  j  -  y +y  -  y +  — . . .  für  —  1  S  x  S  +  1. 

/m\  •  *  ,  1  *3  ,   1.3  **      1.3.5:r7  , 

(10.)       arcsin,  =  I+-T+¥^ir+iTO-T+... 

für  — lSarS  +  1, 
nach  steigenden  Potenzen  von  x,  eignen  sich  daher  auch  als 
Beispiele  für  den  vorliegenden  Satz. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  Lern- 
niscafe 

(11.)         r*=a*cos(2<p) 
berechnen  (Fig.  100). 

Auflösung.      Aus    Gleichung 
(11.)  folgt 

rdr  =  —  atsm(2<p)d<f. 
oder 

(12.)  §?= -I , 

dr  o2sin(2y) 

(14.)  ds=-ßL=,      «  =  «»/*      ■ 

7-  =  af,     also     rfr  =  adt, 


Setzt  man 
so  wird 
(15.) 


"/ 


dt 


J  yi  —  t' 


Da  t2^l  ist,  so  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
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<16-)  yrh  =  (1  -  '4)"i=  1+l  *+^+-rrrTtu+- 

also 

/t*\  (t  ,  1  '5  ,  l-3*9  ,  1.3.5**3  \ 

—    (r  \l  rb      l '  3  r°   ,  1  •  3  -  5    *'13  \ 

\a+2  5«5     2 .  4  9a'J+2  .4.6  13a«+  " "  7 


4 

Aufgabe  2.    / : 


dx 


0,5     r  ' 

Auflösung.      Nach  dem  binomischen  Lehreatze  ist 


(18.)      ,     *  =(!+**)     ^=1—  I*»+±-J*6_  LAl|*«  +  — .-, 

Yl  +  z*  2      ^2.4  2.4.6     ^  ' 

so  lange  — 1  <  x  <  +  1  ist.    Deshalb  kann  man  diese  Entwicke- 
lung  nur  benutzen,  um 

/  V^=  =  lim  f^JL* 

zu  berechnen;  dabei  findet  man  aus  Gleichung  (18.) 
dx 


(19.)  J 


0,5      r 

,.     pr       1  «*  ,  1.3*'       1.3.5a:»0  ,  V-1' 

5Ll-2T+2r4T-2^6lö+—    -|5  * 

Da  die  Reihe  in  der  eckigen  Klammer  auch  noch  für  x  =  1 
convergent  bleibt,  so  erhält  man 

m\  f    dx    =i_- L+-113 L^_+_ 

|/l  +  X's  2.4T2.4.7        2    4  .  6  .  1(T        *** 


0,5 

_1      1 1.3  1.3.5 

2  +2  .  4  .  2«        2  .  4  .  7  .  27  +  2.  4.6  .  10. 21»' 


-f.... 


Die  Entwicklung  in  Gleichung  (18.)  gilt  nicht  mehr,  wenn 
.r  >  l  ist.  Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  wird  aber,  wenn 
|  b  |>  |  a  |  ist, 
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(21.)  (a+  *)*'  =  i«+  (™\abm-i+  (^aW>~*+(^\a*b'"-*+ .... 

Setzt  man  also  in  dem  Falle,  wo  x>  1  ist, 
(22.)  a  =  1,     b  =  x\ 

so  wird  die  Bedingung,   dass  |S|>  \a\  sein  soll,  erfüllt,  und 
man  erhält 

(23.)  (1  +  *»)»=  ^+(^)^3w-3+(2)^-H(3)^3m-9  + 

also  für  m  =  —  — 
dt 

(2n        1       -    1 1     1        1.3    1  1.3.5    1 

yT+ä3     V^5"      2  j/^V  2.4^^5      2.4.6|/piT      "•' 
Dies  giebt 

4  4  4  4 

(25°  7  >T+T»  =  S L/  i^ - 2jy^+2^J  y5& 

1       r  t+(>  1+cT  1+d    r 

1 .  3  .  5  /*  dx  1 

2.4.67  1/^T  •■■J 

i+<r 

oder 

4 

,      .      /      dx  .     1" 2        1      2  1.3       2 

^2.4.6  i9ygS      ^•"J1+, 

Da  die  Reihe  in  der  eckigen  Klammer  auch  noch  für  x  =  1 
convergent  bleibt,  so  erhält  man 

(27)     f       dx       _       /  l      l  l.Z       l 

J   VT+z*  \         2  7.4sT2.413.4» 

1.3.5      1 


2 .  4  .  6  19 .  4»^  / 

^    \        2.7^2.4.13      2.4.6.19^       '") 

Stegemann-Kiepert,  Integral-Rechnung.  19 
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Durch  Addition  der  Gleichungen  (20.)  und  (27.)  erhält  man 
schliesslich  das  gesuchte  Integral. 

4  1  4 

dx 


«      fvm=/vm>+J] 


-     ,  -  .  -       -    ,  -  .  -    Vi  +  : 

0,5     '  0,6    '  1 


§  52. 

Berechnung  der  elliptischen  Normalintegrale  erster  und 
zweiter  Gattung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  144  bis  151.) 
Das  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  angegebene  Ver- 
fahren kann  man  auch  zur  Berechnung  der  elliptischen  Normal- 
integrale  erster  und  zweiter  Gattung  benutzen.  Das  elliptische 
Normalintegral  erster  Gattung,  auf  welches  sehr  viele  Aufgaben 
der  Geometrie,  Physik  und  Mechanik  fähren,  hat  die  Form 


/ 


dx 


V(l—z*)il  —  kW) 


wobei  W  <  1  und  x  S 1  sein  mögen.    Dann  erhält  man  zunächst 
nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

(L)  7r^  =  1+l^2  +  o^4+or«^6+---' 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

....  1  1.3  1.3.5...(2»— 1) 

(*■)  *i=g,     '2  =  274'     -**=     2. 4.0. ..(2») 

setzt, 

(3.)  *  =  l+^+^V+^H  . . ., 

Y 1  —  k2x2 

1  1  r2  ~4 


+  c3*B   /- +  •• 

Vi— z* 
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Da   diese  Reihe  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  gleich- 
massig  ccnvergeni  ist,  so  wird 

(5.)    /-— f-A-  +'•»*'  f-r^- 

J    |/(1—  *2)(1  —  k*Z*)        J    Vi— .T2  J   Vl  —  X* 

X  X 

z*dz     . 


1  /vi-*2     Jn-* 


+  ct       ,    .,_ ,    .   ...     ,    _ 

X1 


x^dx 


0       r  0 

Nun  ist  aber  nach  Formel  Nr.  72  der  Tabelle 

X 

(6.)  /    *     *     =  c„arcsin#—  <?„(*■) .  Vl  —  z2, 

j  y\  —  xi 


wobei 


öi(*)  =  y  =  ci«, 


~   ,  x       #5    ,    5a:3    t   5  .  3  .  #  /  1   #5    ,     1   .r3        :r  \ 

allgemein 

/7  ^     r <  fri  -  *'2»-1  ,  (2/*— l)^-3  (2ii-l)(2ü-8)...3.g 

1    ;         n[}         2n  "r(2»)(2ii  — 2;  "*"  ' '  '        (2») (2ii—2)  ...4.2 

""~C'Vn_1  2w— lrlt_2  -2»  — 3  +  '"  +  c,    3  +  l) 
Deshalb  erhält  man 

dx 


arc  sin  x 


<8.)  / =  =(  1  +  'S  «***•) 


19* 
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Von  besonderem  Interesse  ist  der  Werth  dieses  Integrals, 
den  man  fiir  x  =  1  erhält  und  mit  K  bezeichnet.  Es  wird 
nämlich 

(9.)    K=fy  dx  ^limT/  dX 

J  V(i— «>)(i— kW)    p=oj  y^i— z*){i— kW) 

=f(i+I^> 

oder 


Noch  häufiger  wird  man  durch  Aufgaben  aus  der  Geometrie, 
Physik  und  Mechanik  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung 
geführt,  die  man  auf  die  Normalform 


-i/r=^ 


fyi— kw 


bringen  kann.    Hier  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
(11.)  Vi—  kW  =\—\  &z*  —  -±-rk*x*  -  -^-  kW— . . 

kW             kW              kW 
=  !-*,__<,,_ c,— ..., 

oder 

(12.)  Vi—  kW  =1—2  «•f-fT ' 

n=l        ^'* — 1 

also 

(13.)  Vi— *%»  1  "g  c**1       *2n 


Vi  —  *2        Vi  —  *2       toi2n— iy1_ar2 

Da  diese  Reihe  zwischen  den  Grenzen  0  und  a;  gleiehmässiy 
convergent  ist,  so  erhält  man 

04.)  [y^E^d^f^^-^^L  f-*«*-, 
J   Yi—x*        J  Vi— **    tt  2»— iy  yi—^ 
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also   nach   Formel  Nr.  72   der  Tabelle,    nämlich  nach    Glei- 
chung (6.), 

v15-;  /  ,,  «*  =  ( 1  —  2  — Jarcsina: 

Für  #  =  1  ergiebt  sich  hieraus 
(15a.)  /l^S&  =  ?/i_T^ 

ü  r 

Auf  ein  solches  Integral  wird  man  z.  B.  bei  der  Rectification 
der  Ellipse 

(16.)  b2z2  +  a2y2  —  «2j2  =  0 

geführt  (vgl.  Aufgabe  2  in  §  19).  Aus  Gleichung  (16.)  folgt  nämlich 

d7\      <fy = _     hx      /*  \a—  -a4—  *2*2 

also 

äs.)        i.i/^?: 

«/        l/a2— *2 

Setzt  man  jetzt 
(19.)  x  =  at,     e  =  a£, 

so  wird 


* 


(20.)  s  =  af#!£ESL, 

J    yi-fi 

wobei  die  Bedingungen 

(21.)  (Sl    und    A  <1 

wirklich  erfüllt  sind.    Der  Bogen  *  wird  also,  vom  Factor  a 

abgesehen,    dem    in  Gleichung  (15.)    berechneten    elliptischen 
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Normalintegral    zweiter    Gattung   gleich,    nur  muss    man   die 
Integrations- Veränderliche  x  mit  t  =  -  vertauschen. 

Die  in  den  Gleichungen  (8.),  (10.),  (15.)  und  (15a.)  an- 
gegebenen Reihen  convergiren  nur  langsam.  Für  die  numerische 
Berechnung  sind  daher  die  folgenden  EntWickelungen  geeigneter. 
Es  ist  bekanntlich 

«*©+*■(*)-.. 

also 

cos<(0+  2cos^)sin'(f)-Mn'(£)  =  1, 
oder 

(22.)  «»'(f  )  +  sin4(f )  =  1  —  *  sin*  "• 

Daraus  folgt 
[cos*  (|)  +  sin2(|) .  «*<]  .  [cos2(|)  +  sin^(0 .  *-*/><  ] 

=  cos'(0  +  sin^|)  +  cos2(|)sin2(£).  («2*+*-a*0 

=  1+|  sin2«  («V  —  2  +  e-W)  =  1  —  sin2«  siiity, 
oder 

(23.)     1  —  sin2«  sin2  y  = 

cos<i)[i+t«2(i)  •  «i  ■  [x + *■©•  <-i 

Wenn  «  zwischen  0  und  -5-  liegt,  so  ist 

*■©<■, 

ausserdem  ist  der  absolute  Betrag  von 

e+2<pi  —.  coS(2y)  +  t  sin(2y) 

cos2(2y)+sin2(2y)  =  l;  folglich  kann  man  fl  +  t8,2(|)-«+2r/)T' 
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nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickeln  und  erhält,   wenn 
man  der  Kürze  wegen  tg  C£j  mit  e  bezeichnet, 

(1  +*V-*<)«  =  l  +  (™y*e-W+(™\Ae-W 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multi- 
plicirt  und  dabei  die  Kegeln  anwendet,  welche  (in  D.-R.,  §  49 
und  135,  vergl.  auch  D.-R.,  Formel  Nr.  75  der  Tabelle)  für  die 
Multiplication  zweier  unbedingt  convergenten  Reihen 

«b+«i+«2+---   und    co+^i  +  cj... 
gegeben  worden  sind,  so  erhält  man,  weil 

jv-i  +  e-w  =  2  cos  (kq>) 
ist,  die  Gleichung 
(24.)  (1  +  fiVyOw(l+«2«"2<fOwl  = 


1  +  (^)*2'  2cos(2y)  +  6*[Q2cos(4y)  +  (^)2] 
[(^)2cos(6,/)+(^)g)2cos(2<,)] 

..[(:>cos(8„>+(x>-(*h(:)t 

«•[(7)2«  do,)+ (X)2cos  <•*> +G)Oam  H 


+  *6 
+ 


+«1 

oder,  wenn  man  die  Glieder  vereinigt,  welche  mit  cos(2Äy)  multi- 

plicirt  sind,  und  Gleichung  (23.)  beachtet, 

(25.)    (1  —  sin2«  sinty)m  =  A^  +  2AX  cos(2y)  +  2^42cos(4y) 

+  2^3cos(6y)+ 

Dabei  wird,  wenn  man  (™  j=  l  setzt, 
,2,,A  =  c^(|)[1+(tJ,.+(")V  +  (:)'t,  +  ...] 
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(2,.)  A =c-(|)[(T).«+(X>+(X>"+-] 

-- -©aC)U)*~- 
(28,  j, = —©p.. +CXJ)-+G)C>^-] 

allgemein 

+G)c;^,+-] 

=-(i)l(:)c:»)«"+"' 

Wenn  a  =  tgf  - )  hinreichend  klein  ist,  so  sind  die  Grössen 

A  durch  stark  convergente  Reihen  ausgedrückt. 

Die   durch  Gleichung   (25.)   dargestellte  Reihe  ist  gleich- 

<p 
massig  convergent,  so  dass  man  f  (\  —  sin2«  sin2y)mrfy    erhält, 

o 
indem  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  integrirt.    Dies  giebt 

<p 
(30.)    /  (1  —  sin2  «  sin2  <f)m  dy  = 

u 

A  A  A 

A<f  +-J-  sin(2y)  +  -^  sin(4y)  +  -^  sin(6y)+ .... 

In  dieser  Formel  sind  auch  die  elliptischen  Normalintegrale 
erster  und  zweiter  Gattung  als  besondere  Fälle  enthalten.  Setzt 
man  nämlich 

(31.)  #  =  sin<jr,     A  =  sin«, 

also 


(32.)  dx  =  COS  <fd(f,     Y 1  —  .r2  =  COS  (f , 

so  wird 
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(33.)         /  dx  =   /  a<P  =  F(k,  V) 

'       J  Ya— *2)(1— kW)      J  |/l  —  sin2asin*y  K     v; 


X     (p 

(34,)        f^1~k2x'1dz  =  fVl— sin2«sinfy.  #  =  £(*,  </>). 

Zar  Entwickelang  des  elliptischen  Normalintegrals  erste?- 
Gattung  F(k,  y)  hat  man  daher  in  den  Gleichungen  (24.)  bis 
(30.)  m  =  —  \  za  setzen  und  erhält 


.  3  ... (2»  - 
2.4...  (2») 


Q=±l.t3...(21--l)==±C(t 


Setzt  man  in  diesem  Falle 

so  geht  Gleichung  (30.)  über  in 
y 

(36.)     F(A,y)=/  ^ 

J    v  1  —  sin2«  sin2?> 

=  <W  —  y  S"1  f2y)  +  ^  sin  (4y)  — ^  sin(6y)H —  . . 
wobei  nach  Gleichung  (26.)  bis  (29.),  wenn  man  cQ  =  1  setzt, 


cos2 


n=ac 


=  (l+«2)2  c«V», 


n=0 


(38.)   a,  = ^H<?,e2  +  c,c26«  +  cjc^e»«  + . . .) 


■(D 


cos2(  „ 


=  (1  +  «2)  S  c„cB+1«2+*", 

71=0 
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ii) 


(39.)  a2  = Z7r  (c1£A+clcze*+  c2cAel*+  . . .) 

cos2 


n=» 


=  U+«2)  2^»+2«4+,n» 


H=0 


Allgemein  ist 

(40.)  ay  =  (l+«2)  "s  <WHHrf'"H". 

n=0 

Man  braucht  aber  nur  «o  und  at  durch  diese  Reihen  zu  be- 
rechnen, denn  aus  der  Gleichung 

(41.)  ,  .=  =  ÖT0  —  2«j  C0S(2</>)  +  2O2C0S(4f/>) 

Vi  —  sin2«sin2y 

—  2O3C0S  (6y)  H ... 

folgt  durch  Differentiation 


/4_.     sin2«sincpcos<jp         .      .   ._   .       _      .   ..   N 
(42.)  -  .  /.  -=  =  4a,Mn(2yO  -  80,810 (49) 

V(l— sin2«sin2</>)3 

+  12üf3sin(6y) — h 

Wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

2(1 — sin2«  sin2y)  _  2  —  sin2«  +  sin2«  cos(2y) 
^3''  sin2a  "~  sin2« 

2  —  sin2a  ,        ,.   . 

=  ^Ä^-+C0S(2y) 

multiplicirt  und  der  Kürze  wegen 
, ,  v  2  —  sin2« 

setzt,  so  erhält  man,   weil  2sin(2/y)cos(2r/)  bekanntlich   gleich 
sin(2A  +  2)cp  +  sin(2A  —  2)<p  ist, 

(45.)  Sin(y}  .  f     =  -(-  4o,C  +  4*2)sin(2y) 

yi  — sin2«sin2r/> 

+  (2a,   —     8a2£  +    603)  sin  (4y) 

—  (4a.2  —  1203^  +    8ö4)sin(6y) 
+  (603  —  16a4£  +  10a5)  sin  (89) 

—  + 
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Andererseits  ergiebt  sich,  indem  man  Gleichnng  (41.)  mit 
sin(2y)  multiplicirt  und  die  bekannte  Formel 

2sin(2r/>)  cos  (2iy)  =  sin  (2X  +  2)g>  —  sin  (2/  —  2)<p 
anwendet, 

(46.)  SmCf },         ==-(«,-  *o)  sm  (2y)+(o3-a1)  sin  (4y) 

Vi  —  sin2«sin2y 

— (a4— flr2)sin(Gy)+(aö— 03)sin(8y) — (-. . . . 
Aus  der  Vergleichung  der  C!oefficienten  in  diesen   beiden 

sin(2y) 


Ent  Wickelungen  von 


findet  man 


Yl — sin2«sin2<p 
ai  —  ao  =  —  4ai£  +  4a2> 
«a  —  ai  =  2ai  —  8öf2^  +  6a3, 
a4  —  °2  =  4a2  —  12%^  +  8a4, 
a5  —  o*  =  6a3  —  16a4£  +  10a-, 


folglich  wird 

r  3a2  =    4a,  £  —    a0, 

503  =    8a2£ —  3a,, 

(«■) 

7a4  =  1203^  —  502, 

9a3  =  16a4£  —  7a3, 
........ 

allgemein  erhält  man  also  für  «^2 

(48.)  (2»  —  1)ö„  =  4(»  —  1)  aM_,£  —  (2»  —  3)«„_2. 

Zur  Entwickelung  des  elliptischen  Normalintegrals  zweiter 
Gattung  niuss  man,  wie  aus  Gleichung  (34.)  hervorgeht,   in  den 

Gleichungen  (24.)  bis  (30.)  m  =  +  -  setzen  und  erhält 

/1A.  /m\       1     /m\  1  c«     /m\  1.3         ,  c2 

W(1)=2!(2)=-0=-i.(3)=+2X6=+6'- 

allgemein 

(5».)  Q_(_,)M^. 

Setzt  man  in  diesem  Falle 
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(51.)  -40=*o*  A  =  +  *u  A=~ h,  A=+h,  ...^n=(— l)H-!*«, 
so  gehen  die  Gleichungen  (25.)  bis  (30.)  über  in 

(52.)  Vi  —  sin2«sin2y  =  *0  +  251cos(2y)  —  262cos(4y) 

'  +2ÄiCos(6yO— +  ...• 

v 

(53.)   E  (k,  (f)  =yVl—  sin'2«  sin V  .  cfy 
o 

=  *0y+jsin(2y)—  ^sin(4y)+ j  sin(6y) — h . . . 

Dabei  ist  nach  Gleichung  (26.) 

(54.)  J0  =  cos^)(l+|i  +  ^es+^e'2+...) 

=  r+T2V1+€4  S(2»+2)v 

Man  kann  aber  die  Grösse  J0  auch  durch  «0  und  at  aus- 
drücken.   Es  ist  nämlich  nach  den  Gleichungen  (37.)  und  (38.) 

(37a.)     a0  =  (1  +  62)  "ff  de*"  =  (1+62)  (l  +  e*  "ff  *n+i€4nY 


(38  a.)     «, 

ferner  ist 

(55.) 

4e2 

**    —  biu-tüt  —                                0  - 

t1 + or 

"(l  +  e-02 

(56.) 

2       A,_2U  +  ««). 

Dai-aus  folgt 
(57.)  (2  -  *«)  o»  =  j^  [l  +  e«  "2  (<£+i  +  <£)  «4»} 

(58.)  k*at  =  ——5  2  2cHcn+lt*», 


1  +  e 


n=s=0 


also 

(59.)   (2  -  *2K  — *%,  =  r-^_5^i+«4  g  (cn— c+ovj- 
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Nun  ist  aber 
(GO.)  rn+l  =  ~^f2C^  also  cH—  Cn+l==^_^ 

deshalb  geht  Gleichung  (59.)  über  in 
(61.)  (a-*)«.-**  =  iT?[1+  -4  S  (ä^I?  «4"  ]  =  2J0. 

Auch  die  anderen  Coefficienten  £,,  i2,  i3, . . .  kann  man  sehr 
einfach  durch  die  Grössen  Oq,  au  a^  . . .  ausdrücken.  Durch 
Differentiation  der  Gleichung  (52.)  findet  man  nämlich 

_   sin»asiny  cosy   =  _  4j,  sin(2y)  +  ^  sin(4y) 
yi  —  sm2«sinfy 

—  12£3sin(6y)H ...; 

ausserdem  folgt  aus  Gleichung  (46.) 

//loX        sin2«  sin  cp  cosy       £2  r/  N  .  fc%  .      ,  N  .  fA   . 

(63')  ~iA        -  ,     ■  ,     =-9-[(°2— go)sm(2y)— (os— ffl)sin(4y) 
Kl  —  sin2«sin2«p       * 

+  (a4— *2)  sin  (6y)  — +  ...], 

folglich  erhält  man 

8»t  =*»(<r0—  a2),     16J2=  A2(at— <%),     24J3  =  A2^  — a4), . . . , 

allgemein 

(64.)  Snbn  =  A2(ört-,  —  an+1). 

Setzt  man  also 

"o—  o2=22..B1,     a*  — a3=42.52,     <z2  —  a4  =  62.£3,..., 

allgemein 

(65.)  «H_t  —  aM+i  =  (2»)2Ä„, 

so  wird 

,66.)    *,  =  _.*„  f  =  T-B|.  f=2-53.  -..-=—£., 
folglich  geht  Gleichung  (53.)  über  in 
(67.)   JE  (*,  y)  =y  ]/l— sin2ttsm2y  .  dtp 

0 

Ä*2 
=  *o9J  +  -o'  [ÄiSin(2y)— JB2sin(4r/))+£3sin(6y)— +  .. .]. 
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Von  besonderem  Interesse  sind  die  Werthe  der  beiden  Inte- 
grale F(k}  tp)  und  E(k,  y)  für  y  =  -~,  die  man  bezw.  mit  K 
und  E  bezeichnet.    Nach  den  Gleichungen  (36.)  und  (53.)  wird 

n 

(es.)  k=  f,     d(f    —  =  «gr, 

j/j/l  — sin2asin2f/>        2 

2 

(69.)    £T  =  /|/l—  sin2asinty  .  dy  =  ^ZT  =  j  [(2— *2)a0— *2a,]. 
o 

Beispiel. 

Die  angeführten  Reihen  convergiren  um  so  schlechter,  je 
mehr  sich  A  =  sin«  dem  Werthe  1  nähert.  Wenn  also  in  dem 
folgenden  Beispiele 

1 1/1 & 

(70.)  £  =  0,8,    £  =  - — y—k =  0,5 

gesetzt  wird,  so  möge  hervorgehoben  werden,  dass  die  Rechnung 
für  kleinere  Werth  von  h  noch  einfacher  wird.    Hier  erhält  man 
1  +  e2  =  1,25  «*2  =  0,0002  4414 

(1  +  €*)  *2  =  o,3125  £16  =  0,0000  1 526 

c4  =  0.0623  «20  =  0,0000  0095 

c»  =  0,0039  0625  c24  =  0,0000  000«; 

ferner  ist 

c,2  =  0,2o  cxct  =  0,1875 

c22  =  0,1406  25  c2Cg  =  0,1 171  875 

cj  =  0,0976  5625  c3c4  =  0,0854  4922 

c42  =  0,0747  6807  cxcb  =  0,0672  9126 

r52=  0,0005  6213  c6c6  =  0,0555  1529 

r6f7  =  0.0472  5409. 
Daraus  folgt 
(71.)     a0  =  (1  +  *2)(i  +  Ct2£4  +  C226*  +  ...)  =  1.27024920. 
(72.)     ax  =  (i-j.fi2;62(c1+f1c?2€4  +  r2r3€s+  . . .)  =  0.16006202. 


(75.) 


§  52.  Berechnung  der  elliptischen  Normalintegrale.  303 

Aus  den  Gleichungen  (47.),  nämlich  aus  den  Formeln 
(73.)     3a2  =  4ö,t— a0,     öo^So^— 3a„     la^lZa^—  5a2, . . .. 
wobei 

ist,  findet  man 

o.2  =  0,0300  9265  Og  =  0.0000  0380 

«3  =  0,0062  7780  a9  =  0,0000  0091 

aA  =  0,0013  7439  a10=  0,0000  0021 

ah  =  0,0003  0941  au  =  0,0000  0005 

öfl  =  0,0000  7093  a,2=  0,0000  0001. 

a7=  0.0000  1647 
Es  darf  nicht  verschwiegen  werden,  dass  man  diese  Werthe 
aus  den  Gleichungen  (47. )  nur  dann  findet,  wenn  man  noch 
einige  Decimalstellen  mehr  berücksichtigt.  Bei  derartigen  recur- 
rirenden  Formeln  werden  nämlich  die  Fehler,  welche  durch  die 
Vernachlässigung  der  folgenden  Decimalstellen  entstehen,  im 
Allgemeinen  bei  jedem  folgenden  Gliede  grösser.  Wenn  z.  B. 
die  letzte  Decimalstelle  in  a0  und  ax  auch  nur  um  2  Einheiten 
unsicher  ist,  so  wrird  in  der  Gleichung 

3a2  =  4at  £  —  ff© 
at  (und  deshalb  auch  der  Fehler  von  a,)  mit  l£=.8,5  multi- 
plicirt,  so  dass  3a2  um  19  Einheiten,  a^  selbst  um  ™  Einheiten 
in  der  letzten  Decimalstelle  unsicher  ist.  Die  Grösse  03  wird 
um  etwa  23,  a4  um  etwa  172  Einheiten  unsicher.  So  steigert 
sich  die  Unsicherheit  mit  jedem  folgenden  Gliede  ausserordent- 
lich schnell,  weshalb  die  vorstehenden  Resulate  nach  Gleichung 
(40.),  nämlich  nach  der  Formel 

berechnet  sind.    Sodann  findet  man  aus  den  Gleichungen 
2/>0  =  12  —  &)<**—  ä^i  =  1,36  .  a0  —  0,64a,, 
45,  =  aQ  —  a2,     16£2  =  a\  —  %?     SßB2  ~  a2 —  «4, . . . 
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40  =  0,8125  4961  Bh  =  0,0000  1303 
Bx  =  0,3100  3914  Bt  =  0,0000  0203 
JB2  =  0,0096  1151        B-j  =  0,0000  0034 


(76.) 


JB3  =  0,0007  9773  Bs  =  0,0000  0006. 

Bi  =  0,0000  9326 


Daraus  folgt  dann 
(77.)  K=  F(k,  |)=  M  =  1,99530278, 

(78.)  E=  E(k,  ^  =  ^=1,27634994. 

Soll  z.  B.  bei  der  Rectification  der  Ellipse  mit  den  Halb- 
axen 

a  =  10,    *  =  6 
der  Quadrant  q  berechnet   werden,   so  erhält  man  0  =  8,  also 

k  =-  =  0,8  und  nach  Gleichung  (20.) 


(79.)  q  =  a  fdi^L^fi=aE(k9  \ )=  12,7634994. 

u 

Zur  Prüfling  dieses  Resultates  beachte  man,  dass  der  Quadrant 
des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  gleich  15,7079  633,  und  der 
Quadrant  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  b  gleich  9,4247  780  ist. 


§  53. 

Differentiation  der  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  152—154.) 

Nach  Formel  Nr.  4  der  Tabelle  war  ein  bestimmtes  Integral 
durch  die  Gleichung 

(10  F=  ff(x)dx=f{b)-f(a) 

a 

erklärt  worden.    Man  kann  daher  F  als  eine  Function  von  a 
und  b  betrachten  und  erhält 
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dF  öF 

also 

6 

(3.)  dF  =  dff  (x)dx  =  —f{a)  da  +f(b)db. 


Ist  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  ausser  von  x 
noch  abhängig  von  einem  variablen  Parameter  t,  ist  also 

so  ist  auch  das  bestimmte  Integral  F  eine  Function  von  /.  Die 
Integrationsgrenzen  a  und  5  seien  zunächst  unabhängig  von  ?, 
dann  wird  F  übergehen  in  F  +  JF,  wenn  t  um  Jt  wächst, 
wobei 

b 
ib.)  F+JF=  f(p  (s,  t  +  Jt) dx 

a 

ist.    Aus  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  folgt  daher 
(6.)  JF=f<p  (x,  t+Jt)dx  —  f<p  (x,  t)dx, 

a  a 

b 

=  f  [V  (*>  t+Jt)  —  <f  0,  t)]  dx, 

a 

jf_  />(*,  <+<*<) -?(«.<)  ^ 
' '  • )  Jt  -J  Tt  **• 

folglich  erhält  man,  wenn  Jt  verschwindend  klein  wird, 

dF      fl  /    .     .  .        fd<f>0r,t)  , 
,8-)  !Tt=dtJ*(x>Vdx=JJLWldx- 

a  a 

Sind  die  Integrationsgrenzen  a  und  b  gleichfalls  Functionen 
von  /,  so  wird  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 

SUgemann-Kiepert,  Integral-Rechnung.  20 
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,  dF_  dFda      dFdb      dF 

^'}  dt  -fadt  +  dbdt+W 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2.)  und  (4.) 

b 

b 

A 

Ist  -F  das  unbestimmte  Integra!  einer  Differential-Function 
y  (a-,  tf)di,  welche  noch  einen  variablen  Parameter  t  enthält,  so 
kann  die  Integration -Constante  C  gleichfalls  noch  von  dem 
Parameter  t  abhängig  sein,  so  dass  man  erhält 

(11.)  F=f<p(x,t)dx+xp{t\ 

wobei  ip(t)  eine  ganz  beliebige  Function  von  t  ist.    Wächst  t 
um  Jt,  so  geht  F  über  in 

(12.)  F+JF=f<f(x,t+Jt)dz+  ip(t+Jl): 

folglich  wird 

(13.)     z/jF=  f[(f  (.r,  t  +  Jt)  —  ff  (x,  t)\  dx  +  xp  (t  +  Jt)  —  ip  (t). 


Da  V  (0  eine  £anz  beliebige  Function  von  *  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  xp'  (t),  d.  h.  V'tf)  spielt  auch  in  Gleichung  (14.)  die 
Rolle  einer  beliebigen  Integrations-Constanten ,  so  dass  in  Glei- 
chung (14.)  der  Satz  ausgesprochen  ist:  Ein  unbestimmtes  Inte- 
gral wird  nach  einem  variablen  Parameter  differentiirt,  indem 
man  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nach  diesem  Para- 
meter differentiirt. 
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§54; 

Berechnung  der  Werthe  von  einigen  bestimmten  Integralen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  155  und  156.) 
Zur  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals  ist  es  nicht  immer 
erforderlich,   vorher  das  unbestimmte  Integral  zu  ermitteln;   es 
sind  dabei  vielmehr  häufig  Vereinfachungen  möglich,   wie  man 
aus  den  folgenden  Beispielen  ersehen  kann. 
Nach  Formel  Nr.  65  der  Tabelle  ist 

(1.)     / co&nxdx  =  sin«  —  cos**-1  x  +  ,  ^~    ^N  cos2H-3a;+ . . . 
J  [_2n  2n(2n —  2) 

,(2n— 1)(2*— 3)... 5.  3         J  ,  (2n— 1)(2ii—  3)...  5.3  . 1    . 

+  2»(2fi— 2)...6.4.2  J  +     2n(2n— 2) . . .  6  .  4  .  2    *' 

da  nun 

(2.)  sin  0  =  0.    cos  C£\  =  0 

ist,  so  wird 

n 

(3  )  /co#-*fa  -  (2»-D(2«-3)... 5.3.1  n 

(3.)  Jcos    xdx-      2B(2B_2)...6.4.2       2 

0 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich  aus  Formel  Nr.  67  der 
Tabelle,  nämlich  aus 

4.)     /  sininxdx  —  —  cos*  —  sin2n  ~1.r  +  — 7^ — sin2"-3*  +  -  -  • 

'  J  [2n  2n{2n  —  2) 

"    (2*-l)(2»-3)...5.3        1       (2n-l)(2*-3).. .5.3.1 

+     2n  {2n  —  2) ...  6  .  4  .  2  J  "*"    2n  (2»  —  2) . . .  6  .  4  .  2     ' 

das  bestimmte  Integral 

n 

(ö  )  fsm^xdx  =  (2»-D(2W-3)... 5.3.1  .  n_ 

(o.)  j    sva.  xax-      2n(2fi  — 2)...ß.4.2         2 

d 

Die  Formeln  Nr.  65  und  07  der  Tabelle,  deren  Herleitung 
immerhin  mit  einigen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist,  braucht 
man  aber  gar  nicht  einmal  zur  Berechnung  dieser  bestimmten 

20* 


( 
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Integrale;  man  findet  vielmehr  weit  einfacher  ans  Formel  Nr.  64 
der  Tabelle,  nämlich  aus. 

(6.)  /  cos2nxdx  =  —  cos2n_l  x  sin.r  H -^-  /  cos2n-2a*Jr, 

das  bestimmte  Integral 


(7.) 


/  C0$2n  xdz  =-^- —  /    COS2n-2arrfa-, 
2n    J 


weil  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (6.) 
an  der  oberen  und  an  der  unteren  Grenze  verschwindet.  Indem 
man  n  mit  n  —  1  vertauscht,  geht  Gleichung  (7.)  über  in 


(8.)  /  cos*-2«fe  =  1^1  f  cos2»-4*«**. 

0  0 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  man  endlich  die 
Formeln 


(9.) 


•2  2 

/    cos*  xdz  =  7  /    C0S2a?cte, 


flu.)  /   COS2xdx  =  21    dx:==2'¥ 

U  0 

erhält.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  dann  wieder  das- 
selbe Resultat  wie  in  Gleichung  (3). 

Ebenso  liefert   die  Formel  Nr.  66   der   Tabelle   die   Glei- 
chungen 


7t  Jt 

'l  *2 


(11.)  /  sin^rrfz  =  ■=^j —  /  sin2n-2a-ctr, 

—  Ü 

V.  2 

(12.)  f  w?*-*xdx  =  ?£=!  f  sm^rdx, 
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(13.) 


/    SvaAxdx  =  t  /    sin2£flk:, 


(14.)  j 'ti&xdx  =  \f  dx  =  \.\- 


0  o 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  wieder  dasselbe  Resultat 
wie  in  Gleichung  (5.). 

Setzt  man  in  Formel  Nr.  64  der  Tabelle  m  —  2n  -f  l,  so 
erhält  man 

f  1  2n       f 

(15.)       /  ws?n+lxdz  =  - — —  cos2wssin:r  +  x — rr  /  cos2'1-1  xdx, 
K      '       f  2»  + 1  2n  +  \J 


also 


n 


(16.)  f  cos^xdx  =  2^j  f  CO&^xdx. 

o  o 

Ebenso  wird 

IL  IL 

2  2 

(17.)  I    COS2"-1**/*  =  .>         7  /    COS2n-3*<fe\ 

u  o 

T  T 

COSn£efc  =  ^  /    COSxdx  =  ^-[sülz]2  =  f-> 
u  u 

folglich  wird 

(19.)      / co^xdx = /,2ri'r>~l "V:  ,- 

v      y  J  (2»+l)(2/*— 1)...5.3.1 

Ebenso  findet  man  aus  Formel  Nr.  66  der  Tabelle 
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l 


(20.)  y*n*M-*fe=       2»  (2» -2)...  4.  2 


0 


(2»+l)(2#i — 1)...5.3.1 


In  ähnlicher  Weise  liefern  die  Formeln  Nr.  124  und  127  der 
Tabelle,  nämlich  die  Gleichungen 

(21.)  /  sinm;r  cosnxdx  = sinm_,ar  cos**1*; 

J  m  +  n 

H : —  I  sinm-2z  cos*  xdz, 

m  +nj 

(22.)  Ismmx  cosnxdx  =  — ; —  sinm+,r  cos"-1* 
yj  w  +  ra 

H ■ —  /  smmz  cösn-2zdz, 

m  +  nj 

n 

2 

ein  einfaches  Verfahren  für  die  Berechnung  von  J  sin**  cosMjrcfe. 

0 

Aus  Gleichung  (21.)  folgt  nämlich,  wenn  m>  1  ist, 


'2 


sinm#COS*a:<fa  = : —  /    sinm-2a:COSna:cfar. 

m+nj 
ö  o 

Jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  durch  wieder- 
holte Anwendung   dieser  Vereinfachung  das  gesuchte  Integral 


schliesslich    entweder   auf  das    bereits   ermittelte  J    cosnzdz, 

o 
oder  auf 

n 

(24.)  /    cosns  sinattfo  =  —  — —     =  — — ■ 

J  J  L    n  +  l    X       n+l 

u 

zurückgeführt. 

Aus  Gleichung  (22.)  folgt,  wemi  n>  1  ist. 
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n  n 

T  T 


'25. )  /   smmzcosnzda-  =  — ■ —  /    smma:  co$n-2xdx. 

J  tn  +  nj 

o  o 

Jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Gleichung  das  gesuchte  Integral  schliess- 

n 

lieh  entweder  auf  das  bereits  ermittelte    rl  sinm.r<fc,  oder  auf 

0 
n 

(26.)  /     sm"1/  cos  xdx  =    — - -     =  — — 

v      '  J  Im  +  1    L       m+  1 

o 

zurückgeführt. 

Diese  Resultate  kann  man  auch  zur  Berechnung  der  Zahl 

7t 

n  benutzen.    Es  ist  nämlich  für  O^z^  — 

—     —  2 

(27.)  sin*n+1*  S  sin2"*  ^  sin2n~  lz, 

also  nach  den  in  §  45  ausgeführten  Sätzen 

7  T  J 

(28.)  /   sin^+^G&r  </  w$»zdx  <j  sin*1-1^, 

0  0  0 

oder 

2n(2»-2)...4.2  (2»-l)  (2*-3)...5.3.1  tf 

•     "'  (2«  +l)(2n  — 1)  ...5.3^    2»  (2»— 2)  ...6.4.2     2 
und 

f30v  (2ii— l)(2n— 3)... 5. 3.1    n      (2n—  2)  (2»—  4) . . .  4  .  2 
1     *;     2n  (2/»  —  2;...  6.  4.  2    *2       (2»— 1)(2»— :i) . . .  5  .  3* 

Daraus  folgt 
,3    x       2>:L#2    £   £   6    6    t    2n  — 2       2/*  2/* 

1     *^       2       1  "  3  *  3  '  5  "  5  "  7  "  "  2n  —  1*  2/*—  1  "  2/i  +  1 
und 
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(*z\       -      2    2    4    4    6    6         2?i  —  2       2n 

Die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Ungleichungen  unterscheiden 

2n 
sich  von  einander  nur  durch  den  Factor  - — — >    der   sich   für 

2n+  1 

unbegrenzt  wachsendes  n  der  Grenze  1  nähert,  folglich  ist 

/ooN        TT        ..224466         2n— 2        2n 

(33.)       —  =  lim —  —  ... 

V      ;        2       n=«  1     3    3    5    5    7         2n  —  1    2»—  1 

Diese  Formel  rührt  von  Wallis  her  und  ist  bereits  vor  Ent- 
deckung der  Differential-  und  Integral -Rechnung  gefunden 
worden. 
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Berechnung  bestimmter  Integrale  durch  Differentiation. 

(Vergi.  die  Formel-Tabelle  Nr.  157  und  158.) 
Aus  Formel  Nr.  20  der  Tabelle,  nämlich  aus 

folgt  durch  Vertauschung  von  aJ  mit  t 


(2.) 


f^=M&TC^w)l=w^' 


u 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  dem  Para- 
meter t  differentiirt  und  mit  —1  multiplicirt,  erhält  man  nach 
Formel  Nr.  153  der  Tabelle 


ca.)  y\  *     1  i  * 


(x*+t?    2  tyt  ^ 


Durch  nochmalige  Differentiation  nach  t  und  durch  Division 
durch  —2  ergiebt  sich  hieraus 

/ .  x  C       dx       1  . 3       1       TT 

( '}  J  W+W  ~  27* '  l?yt  '  2 ' 

ü 
und  wenn  man  dieses  Verfahren  fortsetzt. 
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m  f      dz      —  X  '  3 '  5      1      1 


w        ./V 


(fe  1 .  3  .  5  ...  (2»  —  3;  1         TT 


'+<)"       2.  i.  6...  (2/»  —  2)    <"-'yf  2 
Ans 

folgt  für  positive  Werthe  von  * 

(8.)  I  e-**dx=j 

0 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  dem  Para- 
meter t  differentiirt  und  mit  —1  multiplicirt,  erhält  man  nach 
Formel  Nr.  153  der  Tabelle 

(9.)  fe-t'.zdx^ 

o 
und  wenn  man  dieses  Verfahren  wiederholt, 

(10.)  I  e~tx .  x*dx  =  ~, 

U 

f  12    3 

(11.)  /  e-t*.xUx=l-^±, 


(12.)  frtt.Ä=    nl 


tn+\ 
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§  56. 

Darstellung  der  Coefficienten  einer  trigonometrischen 

Reihe. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  159.) 
Sind  die  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  m  und  n  von  ein- 
ander verschieden,  so  wird 

n 

(1.)  /  cosO  —  n)x .  dz  =  ^— -  [sin(m  —  n)z]*=  0, 


(2.)  /  cos (m  -f  n)x  .  dx  =  ^j^  [sin (m  +  n)  x]"  =  0. 


m  +  n* 


Beachtet  man  die  beiden  bekannten  Formeln 
J  cos(a  —  b)  =  cosa  cosi  +  sina  sini, 
^  "'  \  cos(a  +  *)  =  cosa  cosi  —  sina  sini, 

so  findet  man  durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungpen 
(1.)  und  (2.)  für  m>n 

n 

(4.)  /  co$(?nx)  cos  (nx)dx  =  0, 

o 

7t 

(5.)  /  sw(mx)$w(nz)dx  =  0, 

o 
Dagegen  geht  Gleichung  (1.)  für  m  =  n  über  in 

n  n 

[l  a.)  /  COS  (ro  —  n)x  .dx  =  /  aV  =  7r, 

o  u 

während  Gleichung  (2.)   auch   noch  fiir  m  =  »  richtig  bleibt; 
folglich  wird  für  m  =  n  >  1 

n 

(6.)  /  cos  (mx)  cos (nx)  dx  =  ^> 

(7.)  /  än(mx)  sin(nx)dx  =  ^- 
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Weiss  man  nun,  dass  sich/(.r)  in  eine  gleichmässig  con- 
vergente  Reihe  von  der  Form 

(8.)   /M  =  i*o+«i  coss+o*  cos  (22:)+  . . .  +  an  cos  (;**•)  +  ... 

entwickeln  lässt,  so  lange  x  zwischen  0  und  n  liegt,  so  kann 
man  die  O'oefticienten  o^  au  a2l . . .  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Multiplicirt  man  Gleichimg  (8.)  mit  dx  und  integrirt  auf 
beiden  Seiten  zwischen  den  Grenzen  0  und  n,  so  erhält  man,  da 
die  Reihe  gleichmässig  convergent  ist  und  deshalb  gliedweise 
integrirt  werden  darf, 

n  n  n 

<  90  /  f{x)dx  =  \aQ  I  dx  =  \  a07r,  oder  «0  =  ^  /  /(*)<&*, 

0  0  Ü 

71 

(LeimJ'cos(nx)d.T  verschwindet  für  n>  0.    Multiplicirt  man  beide 

0 
Seiten  der  Gleichung  (8.)  mit  cos(wr)<fe  und  integrirt  zwischen 

den  Grenzen  0  und  n,   so   erhält   man  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (4.)  und  (6.) 

n  n 

(10.)  /  f{x)om{nx)dx  =  an  I  cos'*(nx)dx  =  an  — » 

u  0 

oder 

n 

(10a.)  au  =  -  I  f(x)cos(nz)dx. 

u 

Hierbei  ist/(r)  eine  periodische  gerade  Function,  die  sich 
gar  nicht  ändert,  wenn  man  x  mit  — #,  oder  mit  2n — x  ver- 
tauscht, d.  h.  es  ist 

(11.;  /(**-*)  =/(-*)  =/(*); 

deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (9.)  und  (10  a.),   indem  man 

die  Integrations -Veränderliche  y  nennt  und   dann  y  =  27r  —  x 

setzt, 

n,  n  "In 

(12.)  a0  =  %fßy)dy  =  -±j'f{2n-x)dx  =\ff(x)dx, 
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n  n 

(13.)  an  =  -  /  /(y)cos(ny)  dy  =  —  ^  /  /(2;r  —  .r)cos(/w)cfr 
d  1» 

9     /' 

=  ;;//(*)«»  (iwr)  «fr; 

folglich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  (9.)  und 
(12.),  bezw.  der  Gleichungen  (10  a.)  und  (13.) 

2ä  In 

(14.)   a0  =  —  /  f{x)dx,     an  =  —  I  /(*)  cosOir)<Ar. 

Weiss  man,  dass  sich  f(x)  in  eine  gleichmässig  convergente 
Reihe  von  der  Form 

(15.)     f{x)  =  bx  sina-+i2sm(2*)  + . . .  +  bnsm{nx)  + . . . 

entwickeln  lässt,  so  lange  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  liegt, 
so  darf  die  Reihe  gliedweise  integrirt  werden ,  und  man  erhält 
mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.) 

n  n 

(16.)  /  /(^)sin(;*.r)  dx  =  bn  I  S\Il%nx)dx  =r  bH  •  y> 

oder 

n 

(16  a.)  6N  =  -  I  f(x)  sin  (nx)  dx. 

u 

In  diesem  Falle  ist  f(x)  eine  periodische  ungwade  Function, 
die  nur  ihr  Zeichen  wechselt  wenn  man  x  mit  — x,  oder  mit  2n — x 
vertauscht,  d.  h.  es  ist 

(17.)  fi*n  -  x)  =/(-*)  =  -fix). 

Deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (16  a.),  indem  man  die 
Integrations- Veränderliche  y  nennt  und  dann  y  =  2rr  —  x  setzt. 
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7t  TL 

(18.)  Ä„  =  | 1  /(y)sin(«y)dy  =  —  |  j  f{x)sw(nx)dz 


$  in 

In 


—  -//(*)  an  (»w)*'i 

n 

also  durch  Addition  mit  Gleichung  (16  a.) 

In 

(19.)  bn  =  i  /  /(*)  sin  (**)&■. 

o 

Weiss  man  endlich,  dass  sich/(ar)  in  eine  gleichmässig  con- 
vergente  Reihe  von  der  Form 

(20.)  f(x)  =  \a0  +  at  COS*  +  a2  COS (2z)  + . . . 

+  bx  wlx  +  b2  sin(2ar)  +  . . . 

entwickeln  lässt,   so  lange  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  2tt 
liegt,  so  wird  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

In  n 

(21.)  |  f  [sin(m+/*)a;+sin(m — n)x]dx=  f  sin(in:r)cos(w;r)flfe==0 

d  6 

ist,  gleichviel  ob  m  und  ;*  von  einander  verschieden  sind  oder 
nicht, 

In  *2n 

(22.)  an  =  -  /  f(x)cos(nx)dz,     bn  =  —  I  f(x)sm(nz)dx. 
Dies  giebt  den  Satz :  In  jeder  trigonometrischen  Reihe 


fix)  =  ±a0+  2  [ancos(/*s)+*nSin  (/**)], 

welche  in   dem  Intervalle  von  0  bis  2n  gleichmässig  convergent 
ist,  haben  die  Coefficienten  an  und  bn  die  Werthe 

2n  2n 

an  =  -  /  f(x)cos(nz)dz,     bn  =  -  /  f{x)sm(nz)  dz. 


I 
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§  57. 

Berechnung  bestimmter  Integrale  bei  Anwendung  mehr- 
deutiger Substitutionen. 

b 

Führt  man  in  ein  bestimmtes  Integral  f  tf{x)dx  durch  die 

Substitution 

(i.)  y  =  V(*) 

eine  neue  Integrations- Veränderliche  y  ein,  so  muss  man  auch 
die  Integrationsgrenzen  ändern,  und  zwar  ist  in  dem  vorliegenden 
Falle  die  untere  Grenze  xp(a)  und  die  obere  ip(b).  Bei  der 
Ausrechnung  ist  aber  noch  besondere  Vorsicht  erforderlich,  wenn 
die  Gleichung  (1.)  in  Bezug  auf  x  mehrdeutig  ist.  Ein  einfaches 
Beispiel  möge  zeigen,  wie  bei  solchen  mehrdeutigen  Substitutionen 
leicht  Fehler  entstehen. 
Es  ist 

7 

(2.)  /O2—  6:r  +  13)efr=  O*3— 3z*+1St]'  =  48. 

l 

Wendet  man  dagegen  die  "Substitution 

(3.)  y=zX2  —  Gx+lS 

an,  so  wird  y  =  8  für  x  ==  1  und  y  =  20  für  x  =  7.    Da  nun 
(4.)  x  =  3  ±Vy—  4.     also     dir  =  ±-     dy 


2|/y  — 4 
ist.  so  wird  man  geneigt  sein,  entweder 

7  20 

(5.)  yV_er  +  18)4r  =  +iyi?Är 

oder 

7  20 

(6.)  fp-to  +  lS)*—1-/*^ 

zu  setzen.    Thatsächlich  sind  aber  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
beide  unrichtig,  wie  man  schon  daraus  erkennt,  dass 
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20 


W 

ist,  während  das  gesuchte  Integral  nach  Gleichung  (2.)  den 
Werth  48  hat. 

Zur  Lösung  des  Widerspruches  beachte  man,  dass  nach 
Gleichung  (4.)  zu  jedem  Werthe  von  y  zicei  Werthe  von  x  ge- 
hören, von  denen  der  eine,  nämlich 

(8.)  z=3+Vi=Ä 

immer  grösser  als  3  ist,  während  der  andere,  nämlich 

(9.)  X=S—\/tJ—4: 

immer  Meiner  als  3  ist.  Diesen  beiden  verschiedenen  Werthen 
von  x,  welche  zu  demselben  Werthe  von  y  gehören,  entsprechen 
die  beiden  verschiedenen  Werthe  von  dz,  und  zwar  erkennt  man 
aus  den  Gleichungen  (4.),  dass  den  Werthen  von  x,  welche 
grösser  als  3  sind, 

(10/)  cfe=+— ß= 

zugeordnet  werden  muss,  während  den  Werthen  von  z,  welche 
kleiner  als  3  sind,  der  Werth 

(11.)  &  =  --* 

entspricht.  Dieses  Verhalten  muss  bei  der  Umformung  des  ge- 
suchten Integrals  berücksichtigt  werden ,  weil  der  Werth  z  =  3 
zwischen  den  Grenzen  1  und  7  liegt.  Es  kommen  deshalb  bei 
der  Berechnung  des  gesuchten  Integrals  Werthe  von  z  vor,  welche 
kleiner  als  3  sind,  und  ausserdem  auch  solche,  welche  grösser 
als  3  sind,  so  dass  man  nicht  durchweg  denselben  Werth  von 
dz  benutzen  darf.  Man  muss  vielmehr  das  gesuchte  Integral  in 
zwei  andere  Integrale  zerlegen,  indem  man 

7  3  7 

(12.) /O2— G:r+13)<fe  =  /(>2— ßz+13)dz+  f(x*—ßx+lS)dz 
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setzt.    Bei  dem  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  ist  #S3,  folglich  muss  man 

2Vy—± 
setzen.    Bei  dem  zweiten  Integrale  ist  x  ^  3,  folglich  muss  man 
dabei 

dx  =  H — , 
setzen.    Da  nun  noch  y  =  4  wird  für  x  =  3,  so  erhält  man 

7  20 

(14.)         /  (*'-6*+13)<*r  =  +±f  yA^- 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

Nun  ist 

(16.) 


Vy-i    V  >^ 


j/v0r=j[^^-i:=f 


20 


man  erhält  also  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (2.) 

7 

(18.)  /  (*a—  6*+13)<*r  =  :~  +  :~f  =  48. 


3        3 


Um  die  vorstehende  Untersuchung  auf  graphischem  Wege 
zu  veranschaulichen,  sei  in  Figur  101  die  Curve  gezeichnet, 
welche  der  Substitutions-Gleichung 
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(19.)     y  =  x*  —  6z +13 
entspricht.     Für   alle   Werthe 
von  .r.  welche  kleiner  als  3  sind, 
fällt    die   Cime,    folglich    ist 

-f-  für  diese  Werthe  von  x 
dx 

negativ.  För  alle  Werthe  von 
x  dagegen,  welche  grösser  als 
3  sind,  steigt  die  Ourve,  folg- 
lich ist  -y-  für  diese  Werthe 
ax 

von  x positiv.  Deshalb  darf  man 
nicht  in  dem  ganzen  Intervalle 
von  x  =  1  bis  x  =  7  die  Grösse 


Fig.  101*» 


dy  _ 


mit  demselben  Vorzeichen  nehmen;  es  gilt  vielmehr  für  alle 
Werthe  von  x  =  1  bis  x  =  3  das  untere  Zeichen  und  für  alle 
Werthe  von  x  =  3  bis  x  =  7  das  oi^re  Zeichen. 

Aus  Figur  101  erkennt  man  auch  leicht,  weshalb  die  Glei- 
chungen (5.)  und  (H.)  fehlerhaft  sind. 

Das  gesuchte  Integral  giebt  nämlich  den  Flächeninhalt  der 
Figur 

1 20. )  Ay  AB  ß,  =  f  ydx  =  f  (x2—  6r  + 1 3)  dx, 

i  i 

während 

20  7  7 

(21.)        I  f  y=j  =  I  Vd*  =  /"(**-  6'  + 13)^=  CXC. 
und 


GZ?/*, 


*)  Um  Platz    zu   sparen,   sind  in  der  Figur   alle  Ordinaten   um   die 
Hälfte  verkürzt,  d.  h.  die  gezeichnete  Curve  entspricht  der  Gleichung 


2y  =  x*  —  $x  +  13. 
Stegemann  -  Kiepert,  Integral  -  Rechnung. 


21 
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(22.) 
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20  -1 

+  1 


(^2—6^+13)^=  —  DX1)AAX 


sein    würde.      Die    ganze    Fläche    -4,-42*2^    erhält   man   aus 


vy 


vdv 


.    nur  dadurch,  dass  man  y  von  AXA  =  8  bis  2\  T  =  4 

Vy  —  4 

abnehmen  und  dann  von  üfi  T  =  4  bis  5,2?  =  20  zunehmen  lässt. 


Fig.  102. 


Um  den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln,   nehme  man   an, 

b 

dass  in  dem  Integral  f  <f>[ty(z)\dx  statt  der  Integration -Ver- 

a 

änderlichen  x  durch  die  Gleichung 
(23.)  y=  </>(*) 

die  neue  Integrations-Veränderliche  y  substituirt  werde.-    Ist  nun 
die  Curve,   welche   der  Gleichung  (23.)   entspricht,    durch   die 
Figur  102  dargestellt,   so   hat  y  zwischen  den  Grenzen  a  und 
b  f  iir 
(24.)         x  =  ff=OGu     x=h  =  OHu     x  =  k  =  OKl 

Maxima     bezw.    Minima. 
Es  werden  also  zwischen 
den  Grenzen  x  =  g  und 
x  =  ä  diejenigen  Werthe 
von  y,   welche  zwischen 
den  Grenzen  x  =  a  =  OA} 
und   x  =  g   vorkommen, 
wenigstens  theil weise  wie- 
derkehren.   Ebenso   wer- 
den zwischen  den  Grenzen 
x  —h  und  x =h  diejenigen 
Werthe,    welche  zwischen  den  Grenzen  #=  g  und  r  =  h  vor- 
kommen, wenigstens  theilweise  wiederkehren.   U.  s.  w.   Es  haben 
z.  ß.  die  4  Punkte  2>,  E,  F  und  «/,  welche  in  den  4  von  ein- 
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ander  unterschiedenen  Intervallen  liegen,  gleiche  Ordinaten  y, 
obgleich  die  zugehörigen  Abscissen  x  von  einander  verschieden 
sind;  d.  h.  die  Gleichung  (23.)  hat,  wenn  man  sie  nach  x  auf- 
löst, für  die  betrachteten  Werthe  von  y  mehrere  Wurzeln.  In 
Figur,  102  ist  z.  B.  die  Zahl  dieser  Wurzeln  gleich  4.  Bezeichnet 
man  diese  Wurzeln  mit/,(y), /2(y), /j(y), /4fy),  ist  also 
(25.)  x  =/t(y)  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  —  </, 
(26.J      x=/2(tj)         „  „  „         x  =  <j     „     x  =  /i, 

(27.)      z=My)         „  „  „         z  =  h     „     .?•  =  *,    . 

(28.)      x  =/4(y)  „  „  „         *  =  *„*  =  4, 

so  muss  man  dem  entsprechend  das  gesuchte  Integral  in  4  Inte- 
grale zerlegen,  indem  man 

b  g  h 

(29.;     f<r[4>(x)]dx=f<f\ip{x)]dx+fif[ip{x)\dx  + 

a  a  g 

k  h 

f  v  [vi*)} dx + J  <r  [*P  Wl dx 
h  £ 

setzt.    Dadurch  erhält  man  nach  Einfühlung  der  neuen  Inte- 
grations- Veränderlichen  y 

(30.)        J<f[ip(r)]d*  =  f<p(!/)  -f\'(ir)<fy,  tnach  GL  <25-l 

«  VI«) 

A  VMA) 

(31.)         f<f[ip(r)]dx  =  /<f(y)  -fi'Qfhfy,  LnHch  G1-  (2ß-H 

vi*> 

(32.)         / 9)  [<" (*)]  dx  =  ftf  (>J)  ./3'(y)  dy,  lnach  Gl.  (27. } 

h  *p  (h) 

b  »/'(&) 

(33.)         f<f[V(:r)]dx  =  J<r  d/)  .j\'(y)dy:  lnach  Gl.  (28.)] 

k  Wyk) 

das  gesuchte  Integral  wird  daher 

(34.)       y>  !>(*)]<'*  =fv(y)  -ftWty+fvty  •/i'(y)«ty 

rt  v-'(«)  ljf(0) 

21* 


324     §  58.  Messungsmethoden  zur  Berechnung  bestimmter  Integrale. 

§  58. 

Messungsmethoden  zur  Berechnung  bestimmter  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  160  und  161.) 
Soll  der  Flächeninhalt  F=  AXABBX    einer  ebenen  Figur 
berechnet  werden,   welche  oben  wieder  durch  den  Curvenbogen 
AB  (Fig.  103)  mit  der  Gleichung 

Figl0\  <i.)        y  =/'(*), 

unten  von  der  X-Axe,  links 
und  rechts  von  den  Ordinaten 
x  =  a  und  z  =  b  begrenzt 
wird,  so  kann  man 

(2.)F=A,ABBl  =  ff'(x)dx 


näherungsweise   auch  durch 
lineare     Messungen     finden. 


TT7J7 

Man  braucht  dann  die  Function 

(3.)  f(*)=ffX*)dz 

gar  nicht  zu  bestimmen,  ja  es  braucht  nicht  einmal  die  Function 
y  =/'(#)  bekannt  zu  sein. 

Theilt  man  nämlich  die  Strecke  AXBX  in  n  gleiche  Theile 
h  und  legt  durch  die  Theilpunkte  Parallele  zur  Y-Axe,  so  wird 
die  Figur  in  n  schmale  Streifen  zerlegt.  Diese  Streifen  kann 
man  näherungsweise  als  Paralleltrapeze  betrachten,  indem  man 
die  einzelnen  Curvenbogen  durch  gerade  Linien  ersetzt.  Dies 
giebt,  wenn  man 

(4.)         y0  =/'(«),    yi=/'(«  +  A),     y2  =  Aa  +  2A),... 
yn  =f(a  +  nh)  =f'(b) 

setzt, 


(5.) 


also 


CtCDDx=r.  _(y1+ y2), 
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b  j 

(6.)     AiABBl  =  Jf\x)dx  ==  5  (y0+  2y,  +  2y2+. . .+  2y»-i+y«) 

=  |  l/4(«)+2/V+A)  +  2/(a+2Ä)+  . . .  +  2f{b-h)+f(b)\ 

Je  grösser  die  Anzahl  n  der  Streifen  wird,  um  so  genauer 
wird  das  Resultat;  wächst  n  in's  Unendliche,  so  wird  der  ge- 
fundene Ausdruck  dem  gesuchten  Integral,  bezw.  dem  gesuchten 
Flächeninhalt  sogar  genau  gleich. 

Beispiel. 

Es  sei 

t 

(7,)  /  r-fz*  =  farctg4 =  arct* l  =  x 

5 
Für  n  =  8,    A  =  -  wird  in  diesem  Falle 

T  =Ä[''f0>  +2/'(8L)+^'  (f)+  •  •  •  +**©+->,<1>} 

oder.  da /•(*)=  — — -  ist, 
l-r*r- 

__  1/        128       128       128       128       128       128       128       1\ 
n  ~"  4  V  +  65  +  68  +  73  +  80  +  89  +  100       113  +  2/ 

4  ^  65  ^  17  ^  73  ^5  ^  89  ^  25  ^113^8 
Nun  ist 

1:4      =  0,25 
32:65    =0,4923  0769 
8:17    =0,4705  8824 
32:73    =0,4383  5616 

2:5      =  0,4 
32:89    =0.3595  5056 

8:25    =0,32 
32  :  113  =  0.2831  8584 
1:8      =0?125; 
folglich  erhält  man  näherungsiceise 
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n  =  3,1389  8849. 
Der  gefundene  Werth  ist  also  um  0,0026  0416  kleiner  als 
der  wahre  Werth  der  Zahl 

TT  =  3,1415  9265. 


Bei  dem  angegebenen  Verfahren  ist  an  die  Stelle  des 
Curvenbogens  AB  ein  der  Curve  eingeschriebenes  Polygon  ge- 
treten. Man  kann  mit  gleichem  Rechte  auch  ein  der  Curve 
umschriebenes  Polygon  in  Betracht  ziehen,  indem  man  in  den 
Punkten  C,  E,  G...  (Fig.  103)  an  die  Curve  Tangenten  legt 
und  z.  B.  die  beiden  Streifen  AXACCX  und  CXCDDX  durch  das 
Paralleltrapez  AxA'DtDx  (Fig.  104)  ersetzt.  Dabei  wird 
Fi*- 1M  (8.)     Ay  A'+l\  I>  =  2C\  C  =  2f(a+h\ 

also 
(9.)       AxA'iy])x  =  2h  .f(a  +  h). 

Ebenso  findet  man  für  die  beiden 
folgenden  Streifen  den  Näherungswerth 
(10.)  2//./'(a+3Ä), 

u.  s.  w. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Anzahl  der  Streifen  eine  gerade  ist  —  sie  heisse  jetzt  2n  — , 
findet  man  daher  für  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  den 
Näherungswerth 

(11.)  F=  2h[f'(a+h)+f(a+:lh)+  . . .  +/'(*  -  *)] 
=  2A  (yt  +  y3  +  yh . . .  +y2»- 1). 
Zu  bemerken  ist  dabei,  dass  die  Tangenten  in  den  Punkten 
V  und  E  (Fig.  103)  die  Ordinate  Dxl)  im  Allgemeinen  nicht 
genau  in  demselben  Punkte  D'  treffen  werden,  so  dass  die  Figur, 
deren  Flächeninhalt  durch  Gleichung  (11.)  berechnet  worden  ist, 
von  dem  umschriebenen  Polygon  sich  um  eine  kleine  Grösse 
unterscheidet. 

Beispiel. 

Es  möge  auch  diese  letzte  Formel  auf  die  Berechnung  der 
Zahl  TT  angewendet  werden,  wenn  man  wieder  von  Gleichung 
(7.)  ausgeht.    In  diesem  Falle  sei  die  Anzahl  der  Streifen 
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2n  =  16,    also    h  =  —  > 
lb 


dann  wird 


u 

__  128       128       128       128       128       128       128       128 
71  ~  257  +  265  +  281  +  305  +  337  +  377  +  425  +  481 " 
Nun  ist 

128  :  257  =  0,4980  5447 

128  :  265  =  0,4830  1887 

128  :  281  =  0,4555  1601 

128  :  305  =  0,4196  7213 
%      128  :  337  =  0,3798  2196 

128:377  =  0,3395  2255 

128  :  425  =  0,3011  7647 

128:481  =  0,2661  1227; 

folglich  erhält  man  näherungsweise 

TT  =  3,1428  9473. 

Der  gefundene  Werth  ist  also  um  0,0013  0208  grösser  als 
der  wahre  Werth  der  Zahl 

n  —  3,1415  9265. 

Der  Fehler  ist  in  diesem  Falle  etwa  halb  so  gross  wie  bei 
der  vorhergehenden  Methode. 

Diese  zweite  Methode  wird  auch  bei  anderen  Anwendungen 
in  der  Regel  genauere  Resultate  liefern  als  die  erste,  ohne  dass 
man  mehr  einzelne  Glieder  zu  berechnen  braucht,  weil  sich  im 
Allgemeinen  die  Tangenten  einer  Curve  enger  anschmiegen  als 
die  Sehnen.  Von  diesem  Umstände  wird  in  dem  folgenden  Para- 
graphen Vortheil  gezogen  werden. 
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§59. 

Simpson'sche  Regel. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  162.) 
Es  möge  wieder  eine  Figur  begrenzt  sein  oben  durch  den 
Curvenbogen  AB  mit  der  Gleichung 

(1.)  V=fi*\ 

unten  durch  die  X-Axe,  links  und  rechts  durch  die  Ordinaten 
x  =  a  und  x  =  b  (vergl.  Figur  103);  die  Strecke  AXB^  sei  in 
2n  gleiche  Theile  von  der  Länge  //,  und  die  Figur  selbst  sei 
durch  die  Ordinaten  y,,  y3, . . .  y-2n-i  in  2»  Streifen  zerlegt.  Ver- 
einigt man  zunächst  je  2  benachbarte  Streifen,  so  dass  man 
thatsächlich  nur  noch  n  Doppelstreifen  hat.  und  ersetzt  die  be- 
grenzenden Curvenbogen  durch  die  zugehörigen  Sehnen,  so  findet 
man  aus  Formel  Nr.  160  der  Tabelle  für  den  gesuchten  Flächen- 
inhalt, indem  man  h  mit  2ä  vertauscht,  den  angenäherten  Werth 

(2.)  j?1=ä[/'(a)  +  2/ta+^^^ 

Ersetzt  man  dagegen  bei  den  Doppelstreifen  die  Curven- 
bogen bezw.  durch  die  Tangenten,  welche  in  den  Endpunkten 
der  Ordinaten  y1?  y3,  y5, . . .  y-m-\  an  die  Curve  gelegt  sind,  so 
erhält  man  nach  Formel  Nr.  161  der  Tabelle  den  angenäheilen 
Werth 
(3.)     F2  =  2h[f(a+A)+fia+3h)+f{a+ök)+  . . .  +f(b—h)]. 

Ist  der  begrenzende  Curvenbogen  AB  zwischen  A  und  B 
nach  oben  convez.  so  ist  Fx  kleiner  als  der  gesuchte  Flächen- 
inhalt 

b 

(4.)  F=ff{x)dx, 

a 

und  F2  ist  grösser  als  F;  es  ist  also 
(5.)  F,<F<F2. 

Ist  dagegen  der  begrenzende  Curvenbogen  AB  zwischen  A 
und  B  nach  oben  concac,  so  wird 
(6.)  Fl>F>F1. 


§  59.  Simpson'sche  Regel.  329 

In  beiden  Fällen  ist  F  ein  Mittelwertk  zwischen  J]  und 
F2,  so  dass  die  Grösse  c,  welche  durch  die  Gleichung 

<'•>         %£- • 

erklärt  wird,  immer  positiv  ist,  und  zwar  wird  v  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  n  in  der  Regel  grösser  als  1  sein,  weil  sich 
die  Tangenten  enger  an  die  Curve  anschmiegen  als  die  Sehnen. 
Aus  Gleichung  (7.)  ergiebt  sich  sodann 

1+  v 

Bei  der  angenäherten  Berechnung  der  Zahl  n  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  war  z.  B.  F — JF,  etwa  doppelt  so  gross 
wie  F2 — F.  Setzt  man  daher  in  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.) 
v  =  2,  so  erhält  man  durch  die  Formel 

,cn  F,+vF2_Fx  +  2F2 

eine  noch  stärkere  Annäherung  an  den  wirklichen  Werth  des 
bestimmten  Integrals.  Dies  giebt,  wenn  man  die  Werthe  von 
Fx  und  F2  in  Gleichung  (9.)  einsetzt, 

U0.)F=![/'(«)  +  4^ 

+  .  .  .+  2f(ö-2h)  +  if(b-h)+f(b)l 
oder 

(11.)  *=£(y0  +  ±yi+2y2+ty8+  2y4  +  •  -  .  +  2y2»-2+4y-2„_1+y2n) 

Für  die  Zahl  n  erhält  man  daher  unter  Benutzung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  Resultate 

tt  =  i  (3,1389  8849+6,2857  8946)  =  3,1415  9265. 

ö 

Der  gefiindene  Werth  stimmt  also^bis  auf  8  Decimalstellen 
genau  mit  dem  wahren  Werthe  von  n  überein. 

Die  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (11.)  enthaltene  Formel, 
welche  unter  dem  Namen  „Simpson'sche  Regel"  bekannt  ist, 
giebt   nicht  nur   für  die  Berechnung  der  Zahl  n  sehr  genaue 
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Werthe,  sondern  auch  für  die  Berechnung  von  anderen  bestimmten 
Integralen,  wenn  man  nur  die  Zahl  n  gross  genug  macht.  Der 
Grund  davon  liegt  darin,  dass  man  dieselbe  Formel  auch  findet, 
wenn  man  bei  der  Berechnung  der  Doppelstreifen  die  einzelnen 
Curvenbögen  durch  passend  gewählte  Parabelbögen  ersetzt, 
welche  sich  der  Curve  sehr  eng  anschliessen.  Dies  geschieht  in 
folgender  Weise. 

Die  Gleichung 

(12.  y  =  az*+bz+c 

stellt,  was  auch  die  constanten  Coefficien- 
ten  o,  ä,  c  sein  mögen,  eine  Parabel  dar, 
deren  Axe  zur  Y-Axe  parallel  ist.  Ueber 
die  Coefficienten  o,  *,  c  kann  man  nun  so 
verfügen ,  dass  die  Parabel  durch  die  drei 
Punktet,  G',  D  (Fig.  105)  mit  den  Coordinaten  (— A,  y0),  (0,  y,), 
(+h,y?)  hindurchgeht,  indem  man  die  Gleichungen 

jyü  =  flÄ2  —  bh  +  C, 

(13.)  ?!  =  ', 

y  y2  =  ah2  +  bh  +  c 
befriedigt.    Daraus  ergiebt  sich 

so  dass  Gleichung  (12.)  übergeht  in 

(15.)    y  =  ^-2[(y0-%i  +  y*)x*+H—y*+yi)x+2K*yx]. 

Der  Flächeninhalt  der  Figur  AXAD1)X  wird  daher 

(16.)  AlAI)Dx  =  I  ydx 

i  r  #3  *2  ~i 

-  i  [(yo-2yi  +  y2)  j +2*Vi*]=j  (vo+4yi  +*)• 

Da  bei  einer  beliebigen  Parallelverschiebung  der  Y-Axe 
sich  weder  die  Länge  der  Ordinaten  y0,  yu  Vti  •  •  •  y*»  noch  die 
Grösse  A  ändert,  so  kann  man  in  ähnlicher  Weise  den  Flächen- 


l+A 
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inhalt  der  sämmtlichen  Doppelstreifen  (in  Figur  103)  berechnen 
und  findet  dafür  bezw. 

3  Cyo + tyi  +y*)>    3  (^2 + ±y3 + v^  • .  •  3  (y2»-2+ 4y2,,-i + y2»); 

dabei  hat  man  die  einzelnen  Curvenbögen  durch  Parabelbögen 
ersetzt,  welche  durch  je  3  auf  einander  folgende  Punkte  der 
begrenzenden  Curve  AB  hindurchgehen.  Für  den  Flächeninhalt 
der  ganzen  Figur  erhält  man  dann  den  angenäherten  Werth 

(17.)F=-  (y0+4y1+2y.2+4y3+2y4+ ..  .  +  2y2»-2+4y2n-i+y2n), 

O 

ein  Ausdruck,  welcher  mit  Gleichung  (11.),  d.  h.  mit  der  Simp- 
sow'schen  Regel  genau  übereinstimmt. 

Um  sich  darüber  Rechenschaft  zu  geben,  wie  genau  die 
durch  Anwendung  der  Simpsori'schen  Regel  gefundenen  Resultate 
sind,  diene  die  folgende  Betrachtung.    Entwickelt  man 

(18.)     |(y0  +  4y1+y2)  =$tfia)+4fia+k)+fia+2k)] 

nach  steigenden  Potenzen  von  A,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
der  Tay/or'schen  Reihe 

A  4A3 

<19.)  3  (yo+4y1+y2)  =  *h.f{a)  +  *h*.f'(a)+—f»{a)  + 

Andererseits  ist  nach  der  Tay/or'schen  Reihe 

«+2A 

(20.)  ff\x)dx  =ßa+2h)—f(a) 

=  jy/  (fl)  +  jrf  (a)  +  sf/  (a)  +- jrf  (*) 


32Ä5 


folglich  wird 

«+2A 
.  4-  Xu.  -4-  iu\  —  ff  (r\  dr  = 

90 


(21.)        £  (yü  +  4y!  +y2)-//'^) <b  =  ^  /<»(«)  +  - 
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Man  erkennt  daraus,  dass  der  Unterschied  zwischen  dem 
Näherungswert!! ,  den  die  Simpson'sdie  Regel  liefert,  und  dem 
wahren  Werthe  des  Integrals  mit  k  zugleich  unendlich  klein  wird 
von  der  fünften  Ordnung. 

Für  n  Doppelstreifen  ist  daher  der  Unterschied  etwa  «mal 
so  gross,   folglich  wird  der  gesammte  Fehler,   da  2nh  =  b  —  « 

ist,  gleich  einer  endlichen  Grösse,  multiplicirt  mit       1ÜA     • 

loU 

Es  war  bei  Herleitung  derNäherungsfbrmeln  in  diesem  und  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  bisher  die  Voraussetzung  gemacht 
worden,  dass  der  begrenzende  Curvenbogen  AB  über  der  X-Axe 
liegt;  es  gelten  aber  noch  dieselben  Schlüsse  auch  dann,  wenn 
der  Bogen  AB  unter  der  X-Axe  liegt,  es  wird  dann  aber  der 
Werth  des  bestimmten  Integrals  negativ.  Die  Formeln  bleiben 
sogar  noch  richtig,  wenn  die  Curve  theilweise  über,  theil weise 
unter  der  X-Axe  liegt,  wie  aus  der  Zerlegimg  des  bestimmten 
Integrals  hervorgeht. 

Ebenso  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  der  Bogen  AB  in 
seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  oben  convex  oder  nach  oben 
concac  ist.  Es  wird  aber  zweckmässig  sein,  durch  die  Ordinaten 
der  Wendepunkte,  welche  zwischen  A  und  B  möglicher  Weise 
vorhanden)  sind,  die  Figur  (bezw.  das  bestimmte  Integral)  zu 
zerlegen. 

Das  Verfahren,  durch  welches  die  Simpson  sehe  Begel  zu- 
letzt hergeleitet  werden  ist.   lässt   sich  noch   verallgemeinern, 
indem  man  die  Figur  in  3n  Streifen  von  gleicher  Breite  h  zer- 
legt und  in  der  Gleichung 
(22.)  y  =  ax*  +  bx2  +  ex  +  d 

die  4  constanten  Coefficienten  a,  6,  c,  d  so  bestimmt ,  dass  die 
neue  Curve  mit  dem  Curvenbogen  AB  (Fig.  103;  4  auf  einander 
folgende  Punkte,  z.  B.  die  4  Punkte  A,  C,  D,  E,  gemeinschaft- 
lich hat.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Curve,  welche  sich 
der  gegebenen  Curve  längs  des  Bogens  ACDE  im  Allgemeinen 
noch  enger  anschliesst.  Deshalb  findet  man  dann  auch  bei  der 
Berechnung  des  Inhaltes  der  Fläche  AXAEEX  noch  genauere 
Resultate  als  durch  die  bisherigen  Methoden,  wenn  man  die  ge- 
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gebene  Curve  durch  die  der  Gleichung  (22.)  entsprechende  er- 
setzt. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und   die  einzelnen 
Theile  des  gegebenen  Curvenbogens  AB  durch  Curvenbögen  mit 
der  Gleichung 
(23.)  y  =  a(ixm+a1xm-i+a2xm-'lx+  . . .  +  am-\x+am 

ersetzen,   welche  durch  je  m+  1  auf  einander  folgende  Punkte 
der  gegebenen  Ourve  hindurchgehen. 


§  60. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1,    Man   soll  mit  Anwendung   der   Simpson'schew 
Reg6l 

u.)  »-/* 

1 

berechnen. 

Auflösung.    Es  sei  n  =  10,  also  h  =  — ,  dann  wird 

.2.)  I2=ij  [/'< l)  +  4/'(l,l)+ä/'(l,2)  +  •  ■  •  +4/i(l,«)+/i(2)] 

___1_/    40  20  40  20  40  20  40  20  40  io\ 
""30\    11   12  13  14  +  15"hl«+17  +  18  +  19+20/ 
Nun  ist 

1  •  30  =  0,0333  3333 
4  :  33  =  0,1212  1212 

2  :  36  =  0,0555  5556 
4  :  39  =  0,1025  6410 
2  :  42  =  0,0476  1905 
4  :  45  =  0,0888  8889 
2  :  48  =  0,0416  6667 
4  :  51  =  0,0784  3137 
2  :  54  =  0,0370  3704 
4  :  57  =  0,0701  7544 
1:60  =  0,01666667; 
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folglich  findet  man  für  12  den  Näherungswerth  0,6931  5024,  der 
sich  von  dem  wahren  Werthe,  nämlich  von 

12  =  0,69314718 
nur  um  0,0000  0306  unterscheidet. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Zahl  n  durch  Anwendung  der 
Simpson' sehen  Regel  aus  der  Gleichung 

0.5 

(3.)  /      .  =  [arcsm  xT   =  - 

v    '  J    Vl  —  x*      L  J°         6 

berechnen. 

Auflösung.     Für  n  =  8,  also  h  =  —  erhält  man 

lb 

1    64     32    64     32     64     32 
1/255   y252  }/247   ^240  ^231  ^220 


-K 


oder 


1/207     |/l9 


92/ 


,  <n  ^  -  *  4.  V1«820    ,  KH2  ,  j/15808    ,  1/15 

^  ^  -  8  +  ~25l~+-t2-+-^4T-+   15_ 


Nun  ist 


VT478T      V220     j/1472     V3 
+       231      +    55    +     69  12 


1:8  =  0,125 

Vl6320  :  255  =  0,5009  7943 

]/Tl2  :  42  =  0,2519  7631 

1/15808  :  247  =  0,5090  2781 

Vl5  :  15  =  0,2581  9889 

1/14784  :  231  =  0,5263  6135 

1/220  :  55  =0,2696  7995 

1/1472  :   69  =  0,5560  3844 

1/3":   12  =0,1443  3757; 
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folglich    erhält    man    für    die  Zabl    tt    den   Nähemngswerth 
3,1415  9975,  der  sich  von  dem  wahren  Werthe,  nämlich  von 

n  =  3,1415  9265, 

nur  um  die  Grösse  0,0000  0710  unterscheidet. 

Aufgabe  3.  Von  einer  Ellipse  4  V  +  a?y*  =  a'W  mit  den 
Halbaxen  a  =  6,  b  =  4  soll  man  das  Flächenstück  QiP1P2Q2 
berechnen  (Fig.  106),  wenn  OQx  =  —  l  und  OQ2  =  +5  ist. 

Auflösung.    Aus  der  Gleichung* 
der  Ellipse  folgt 


(6.)  y=l|/«i— -p2=^y36— J* 

so  dass  man  für  den  gesuchten 
Flächeninhalt 

+5 

(7.)     JF=|y  rf*yä6=^ 


erhält.    Nach  der  Simpson' scheu  Regel  wird  daher  für  n  =  12, 

(8.)      F  =  |  •  i  (|/35  +  4  }/35775  +  2]/36  +  4V35J5 

+  2^35+41/33,75+  21/32+  4^29^5 

+  21/27  +  41/2V5+  21/20+  41/15.75  +  ^fl). 


Nun  ist 


21/36  =2.6  =  12,0000  000 

8*1/35.75  =1/2288  =  47,8330  430 

3]/35  =  1/315  =  17,7482  393 

41/33,75   =  VöiÖ  =  23.2379  001 

2^32  =  Vl28  =  11,3137  085 

4J/29775  =  1^476  =  21,8174  242 

2*1/72  =  VIÖ8  =  10,3923  048 
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4]/23^75   =  1/380  =  19,4935  887 
2|/2Ö  =    V§0  =     8,9442  719 
\yiKjfy    =1/252  =  15,8745  079 
VIT  =     3,3166  248  ; 
man  erhält  dalier  für  F  den  Näherungswerth 
(9.)  191,9716  132  :  9  =  21,3301  7924. 

Den  wahren  Werth  von  F  findet  man  aus 

(10)     Fz=  |  /rfr y5ö=?==  |rjl/36^^HlHarcsin(01^ 

=  |  (51/11  +  V35) + 1 2 arc sin Q ) — 1 2arc sin (—  jt) 
Dabei  ist  (vergl.  Autgabe  4  in  §  11) 

'lyTl  =    5,527  708 

I|/35  =     1.972  027 


also 

Ol.) 


12arcsin(^)=  11,8213: 


>/ 


12  arc  sin  ( 


009  3' 


Fig.  107. 
B 


-F  =  21,330  439. 

Der   durch  die  Anwendung  der  Siröi/uojt'schen  Regel   ge- 
fundene Weith  ist  also  um  0,000  260  zu  klein. 

Aufgabe  *.    In  einer  Ellipse  (Fig.  107)  mit  der  Gleichung 

(12.)      b*z*  +  a*y*=:aW 
seien  die  beiden  Halbaxen 
(13.)     a  =  10  und  4  =  6; 
man  soll  die  Länge  desBogens 
BP  bestimmen,  wenn   OQ 
gleich  8  ist. 

Auflosung.  Aus  Gleichung 
(12.)  folgt 


^^ 

^^\£ 

/ 

/ 

\ 

n 

i 

Q     f 

\ 

,y 
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In  dem  vorliegenden  Falle  ist  also 

8 

,-,-x  »z>     /^  -i/ioooo-^eiä« 

^  ^^^/^r  ioo(ioo-^' 

Deshalb  erhält  man  durch  Anwendung  der  Äwyww'schen 
Regel  fßr  n  =  8,  h  =  1 

•i  i.  \  2  /i    .  a  i/ö936  ,  ol/ö744  ,    n/9424 

(Ib.)     *  =  -^l  +  4y~+2y— +4J/_ 

9  -i/8976        -1/84Ö0     o1/7696      ^ 76864     -,/5904\ 
"*"  -  1  8400  "+"     ^  7500 "*"  "  |7  6400 "^    ^  5100  +  f  3600/ 

Nun  ist 

1  =  1,0000  0000 
4^9936  :  |/9900  =  1/48576  :  55  =  4,0072  6612 
2V9744  :  ]/9600    =  V^IÖe  :    10  =  2,0149  4417 

4V9424  :  ]/9100  =  V343Ö336  :  455  =  4,0705  8600 
2J/8976  :  j/84ÖÖ  =  V20944  :  70  =  2,0674  3457 
4V8400  :  V7500   =  ]/448  :      5  =  4,2332  0210 

2V7696  :  V6400   =  ^481  :    10  =  2,1931  7122 

4V6864  :  |/f>100    ==     ^1400256  :  255  =  4,6404  8678 
V5904  :  V3600   =  ^164  :    10  =  1,2806  2485; 

folglich  findet  man  für   die   Bogenlänge  BP  den   Näherungs- 
wert 
(17.)  s  =  25,5077  1581  :  3  =  8,5025  7194. 

Soll  der  Quadrant  der  Ellipse,  nämlich 

10 


(18.)  q=fdxf- 


10000  —  64z2 


100(100  —  x2) 

(T 

berechnet  werden,  so  würde  die  Rechnung  auf  Schwierigkeiten 
stossen,  weil 

fit  N-l/  10000  — 6^2 
f  W~  |r  100(100— **) 

Stegemann-Xiepert,  Integral-Rechnung.  22 
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für  x  =  10  unendlich  gross  wird.    Um  auch  in  diesem  Falle  die 

10 

angenäherte  Berechnung  von  ^//'(a:)^  auszuführen,  mache  man 


y  zur  Integrations- Veränderlichen,  indem  man 

(19.)      y  =  JLyioo— **, 

setzt.    Dies  giebt  (Fig.  107) 


(19.)         y^JLyioO— x\     oder    *  =  yj/36  —  y2 


(20.)  dz  = 


.  ,  -,/l296+84y« 


5yrfy  _/19ÖR4-fili/2 


3y36_y2  '  *  r  36(36— y1) 

,    /  .  t/324  +  16y* 

Ü 

Wendet  man  auf  die  Berechnung  dieses  Integrals  die  Simp- 
Wsche  Eegel  an,  indem  man  n  =  4,  also  A  =  0,9  setzt,  so 
erhält  man 

m  p^o,ä(1+4/f+2yf wi+y§> 

Nun  ist 

0,3  =  0,3000  0000 
1,2  .yil6  :  V39T  =  }/234224,64  :  391  =  1,2377  6880 
0,6  .yil6  :  "|/91  =  }/3800,16  :  91  =  0,6774  2239 
1,2  .)/544  :  ]/319=y 249891,84  :  319  =  1,5670  5902 
0,3  .  yil  :    yi6  =  yp9  :      4  =  0,4802  3432; 

folglich  erhält  man  für  PA  den  Näherungswerth 

(23.)  PA  =  4,2624  8453, 

so  dass  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (17.)  für  den  ganzen 

Ellipsenquadranten 

(24.)  .  BPA  =  ?  =  12,7650  5647 
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erliält.  Durch  wirkliche  Berechnung  des  elliptischen  Integrals 
hatte  man  auf  Seite  304  in  §  53  für  denselben  Elb'psenquadranten 
(25.)  q  =  12,763  4994 

geftinden,  so  dass  das  durch  Anwendung  der  Simpson'schen 
Regel  berechnete  Resultat  um  0,0015  571  d.  h.  um  0,0001  2200 
der  Bogenlänge  zu  gross  ist. 

Wenn  man  für  die  Zahl  n  noch  grössere  Werthe  wählt,  so 
werden  die  Resultate  natürlich  genauer. 


22* 


XL  Abschnitt. 

Kubatur  der  Körper  und  Complanation 
der  krummen  Oberflächen.  Mehrfache  Integrale» 

§61. 

Kubatur  der  Körper  durch  Anwendung  einfacher  Integrale. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Kr.  16J.) 
Es  war  bereits  in  Abschnitt  III  gezeigt  worden,  wie  man 
das  Volumen  eines  Eotationskörpers  berechnen  kann.  Es  wurde 
damals  der  Körper  durch  Schnitte,  senkrecht  zur  Rotations-Axe 
in  unendlich  viele,  unendlich  dünne  Schichten  zerlegt,  die  man 
unter  Vernachlässigung  uneudlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung 
als  Kreiscylinder  betrachten  darf.  Ist  z.  B.  die  den  Körper  be- 
grenzende Fläche  durch  Rotation  der  Curve 

(i.)  y=/(*) 

um  die  X-Axe  entstanden,  so  ist  die  Grundfläche  eines  solchen 
Cylinders  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  y  und  dem  Flächen- 
inhalte y27T.    Da  der  Cylinder   die  Höhe  cfoTiat,   so  wird  das 
Volumen  einer  solchen  unendlich  dünnen  Schicht 
(2.)  dV=y*ndx, 

also  das  Volumen  des  ganzen  Rotationskörpers 

(3.)  V  =  7rfy*dx, 

wie  bereits  in  Formel  Nr.  9±  der  Tabelle  angegeben  ist. 

Ein  ähnliches  Verfahren  kann  man  auch  für  die  Berechnung 
des  Volumens  bei  andern  Körpern  anwenden.  Man  theilt  die- 
selben in  unendlich  viele,  unendlich  dünne  Schichten  durch 
Schnitte,  welche  zur  X-Axe  senkrecht  stehen,  und  summirt  die 
Volumina  dieser  einzelnen  Schichten. 


Fig.  100. 
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Zur  Berechnung  des  Volumens  der  einzelnen  Schichten  muss 
zunächst  der  Flächeninhalt  der  einzelnen  Schnitte  als  stetige 
Function  von  x  bekannt  sein ,  wobei  x  =  OQ  der  Abstand 
des  betreffenden  Schnittes  von  der  FZ- Ebene  ist  (Fig.  108). 
Es  sei  also  F(x)  die  Fläche  eines  solchen  Schnittes,  welche  in 
F(x+Jx)  übergeht,  wenn  Fig.  ioa 

x  um  Jz  =  QQi  wächst, 
d.  h.  wenn  der  Schnitt 
durch  den  Punkt  Q,  der 
X-Axe  gelegt  wird. 

Zieht  man  durch  die 
Umgrenzungen  der  beiden 
Schnitte  i^und  F(z+Jz) 
Parallele  zur  X-Axe,  so 
werden  die   beiden    Um- 
grenzungscurven     der 
Schnitte  in  die  FZ-Ebene 
projicirt.    In  Figur  109  sei  z.B. 
die    Curve    ABCJEFGK    die 
Projection    von    F(z\    und   die 
Curve  ALCDEMGH  die   Pro- 
jection von  F(x+  Jx).    Die  bei- 
den Figuren   haben    das  Stück 
AL  CJEMGK  gemeinschaftlich ; 
dieses  Stück  muss  man  um 
(4.)  al=ABCL\mda2=£FGM 
vermehren,  damit  man  F(x)  er- 
hält, während  man 

(4a.)  ft  =  GHAK  und  ß«  =  CDEJ 

hinzufügen  muss,  damit  man  F(x  +  xJ)  erhält. 

Denselben  Schluss  wird  man  auch  allgemein  ausführen 
können.  Die  Projectionen  der  beiden  Schnitte  werden  ein 
Flächenstück 

(5.)  F(x)  —  a=F(z  +  Jz)  —  ß 

gemeinschaftlich  haben,  wenn  man  mit  u  und  ß  die  Summe  der 
kleinen  Flächenstücke  bezeichnet,  welche  das  gemeinsame  Stück 
bezw.  zu  F(x)  und  F(x  +Jx)  ergänzen.    In  Figur  109  ist  z.  B. 


342 


§  61.  Kubatur  durch  einfache  Integrale. 


a  =  ax  +  «2    und  ß  =  0,  -f  02. 

Dabei  sind  u  und  0  kleine  Grössen,  welche  mit  Jx  zugleich 
verschwindend  klein  werden,  weil  F{x)  als  eine  stetige  Function 
von  x  vorausgesetzt  worden  ist. 

Bezeichnet  man  das  Volumen  der  dünnen  Schicht  mit  JV, 
so  wird  JV  im  Allgemeinen  grösser  sein  als  ein  Cylinder, 
welcher  F  (x)  —  u  zur  Grundfläche  und  Jx  zur  Höhe  hat. 
Dagegen  wird  J  V  im  Allgemeinen  kleiner  sein  als  ein  Cylinder, 
welcher  F(x)  +  ß  =  F(x  +  Jx)  +  a  zur  Grundfläche  und  Jx  zur 
Höhe  hat;  d.  h.  es  wird  im  Allgemeinen 

(6.)  [F(x)  —  a]Jx  ^J  V%  [F(x)+ß]Jx 

sein.    Dies  giebt 

(7.)  ^-«S^S^to  +  ft 

oder,  wenn  man  Jx  verschwindend  klein  werden  lässt, 

,8.) 


also 


(9.) 


F{z)^^F(r), 


dV        v<  \ 


V 

'=lF(x)dx. 


Wie  bereits  hervorgehoben  wurde,  gelten  die  Schlüsse  nur 
im  Allgemeinen.  Die  krumme  Fläche,  welche  die  betrachtete 
Schicht  begrenzt,  kann  möglicher  Weise  zwischen  den  beiden 
Schnitten  F(x)  und  F(x  +  Jx)  solche  Einbiegungen  oder  Aus- 
biegungen haben,  dass  der  Cylinder  mit  der  Grundfläche 
F{x)  —  u  und,  der  Höhe  Jx  nicht  ganz  innerhalb  der 
Schicht  JV  liegt,  oder  dass  der  Cylinder  mit  der  Grundfläche 
F(x)  +  ß  und   der  Höhe  Jx   die  Schicht  JV  nicht  vollständig* 

einschliesst.  In  diesem  Falle  lege 
man  durch  eine  Gerade  g,  welche 
zur  X-Axe  parallel  ist  und  die 
Schicht  durchbohrt,  eine  beliebige 
Ebene  QPP^QX  (Fig.  110).  Diese 
Ebene  sei  auf  der  einen  Seite  durch 
d\e  Gerade  g  begrenzt  und  schneide 
die  Figuren  F(x)  und  F(x  +  Jx) 
bezw.    in    den    Geraden    QP  und 


Fig.  110- 
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QiP,.  Die  begrenzende  Fläche  schneide  sie  in  dem  Curven- 
bogen  PPU  welcher  in  den  Punkten  Pk  und  P9  bezw.  den 
kleinsten  und  den  grössten  Abstand  von  der  Geraden  g  haben 
möge.  Dreht  sich  nun  die  Ebene  QPPAQX  um  die  Gerade  ff, 
so  beschreiben  die  Punkte  Pk  und  Pg  auf  der  begrenzenden 
krummen  Fläche  zwei  Curven,  deren  Projectionen  in  die  YZ- 
Ebene  jetzt  mit  F(x) —  a  und  F(x)+ß  bezeichnet  werden 
mögen.    Dann  wird  wieder 

[F(x)  —  a]Jx^JV^  [F{x)  +  ß]  Jx, 

F(x)-a^^^F(x)  +  ß, 

also,  weil  für  verschwindend  kleine  Werthe  von  Jx  die  Punkte 
Pk  und  Pg  mit  P  zusammenfallen,  so  dass  u  und  ß  verschwin- 
dend klein  werden, 

F(*)S^SF(*); 
dies  giebt  wieder 

^=F(x),      V=jF{x)dx. 

In  dieser  strengeren  Herleitung  ist  der  zuerst  behandelte, 
am  häutigsten  vorkommende  Fall  eingeschlossen. 

Die  Berechnung  des  Volumens  der  Körper  nennt  man  „ Ku- 
batur der  Körper^ 

§  62. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  von  dem  elliptischen  Paraboloid  mit  der  Gleichung 
(1.)  y2+a*z*=2px 

und  von  der  Ebene  mit  der  Gleichung 
.r  =  c  eingeschlossen  ist. 

Auflösung.  Jeder  Schnitt  senk- 
recht zur  X-Axe  schneidet  aus  der 
Fläche  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

(2.)  "2        M 


Fig.  111. 


J. — 1-— -  =  1 
2px       2px 


und  mit  den  Halbaxen 
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a 


aus.     Der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse  ist  bekanntlich 

(3.)  F(x)  =  thbx7r=^-7r, 

folglich  findet  man  für  das  Volumen  des  Körpers 

(4.)  V=fF(z)dX  =  ^Lx=P-?-[x*r  =  C^. 

J  aJ  a  L    Jo         a 


U  0 


Aufgabe  2.    Man  soll  das  Volumen  des  dreiaxigen  Ellipsoids 

berechnen. 

Auflösung.    Auch  hier  ist  jeder  Schnitt,   senkrecht  zur  AV 
Axe,  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

iy2         -»2  q* jr2  Cl^U  Q <  Z 

(6.)    fö  +  -ö-  = ö—  >  oder    ...    ./ — ^-  +  -r— 5 ^  =  1 

'     b2      c2  x1  bl(al — xl)       cl{aL — xl) 

und  mit  den  Halbaxen 

(7.)  fl|  =  b-y*=iT    b{  =  i  ]/rf=^r 

c*  c* 

folglich  ist  der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse 
(8.)  F(x)  =  axbxn  =  *j[i#-J)n. 

Das  Volumen  des  Ellipsoids  wird  daher 

+  •  -hfl 

(9.)    v  =  /V(*)  cfc  =  ^r/i«2 — *2;  & 

— a  —  a 

bcn  T  ,,  x*-\+a      bcn  /2a*   ,   2a*\ 


\abcn 


Aufgabe  3.    Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  von  der  Fläche  4ton  Grades 
(10.)  a2y2  +  x2z2  =  b2x2 

und  den  beiden  Ebenen 

(11.)  #  =  0    und    x  =  a 

eingeschlossen   wird.      Die   durch   Gleichung  (10.)   dargestellte 
Fläche  heisst:  „Conoameus  von  Wallis". 
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Auflösung.  Die  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Axe,  sind  wieder 
Ellipsen  mit  der  Gleichung 

und  mit  den  Halbaxen 

(13.)  </,=—,     l>t=b. 

1        a 

folglich  wird  der  Flächeninhalt  eines  solchen  Schnittes 
(14.)  F(z)  =  axb%n=b^. 

Das  Volumen  des  oben  beschriebenen  Körpers  wird  daher 

0  U 

Gleichzeitig  gewinnt  man  aus  dieser  Untersuchung  Auskunft 
über  die  Gestalt  der  Fläche. 

Aus  Gleichung  (10.)  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  Coor- 
dinaten-Ebenen  Symmetrie-Ebenen  der  Fläche  sind,  und  aus 
Gleichung  (12.)  erkennt  man,  dass  die  Schnitte,  senkrecht  zur 
X-Axe,  Ellipsen  sind,  welche  alle  dieselbe  Halbaxe  bx  =  b  haben, 

bx 
während  die  andere  Halbaxe  a,  =  —   mit  x   proportional  zu- 
nimmt.   Die  X  F-Ebene  (mit   der  Gleichung   z  =  0)   schneidet 
die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien  mit  den  Gleichungen 
(16.)  ay  =  ±  bx, 

und  die  ZX-Ebene   (mit   der   Gleichung  y  =  0)   schneidet   die 
Fläche  in  der  Doppel-Geraden 
(17.)  *  =  0, 

welche  mit  der  Z-Axe  zusammenfällt,  und  in  den  beiden  Geraden, 
(18.)        •  z=+b,     z  =  —  b. 

§  63. 

Einführung  mehrfacher  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  164.) 
In  den  soeben  behandelten  Aufgaben  war  F(x)  der  Flächen- 
inhalt einer  ebenen  Figur,   der  nach  den  Ausführungen  in  Ab- 
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schnitt II  selbst  wieder  durch  Integration  ermittelt  wird,  und 

zwar  war  in  allen  drei  Aufgaben 

(1.)  F(x)  =  albln 

der  Flächeninhalt  einer  Ellipse 

(2.)  ftt  V  +  V*2  =  W,    oder    z  =  ±  -±ya<t  —  y\ 

Nach  Formel  Nr.  91  der  Tabelle  findet  man  daher  F(x)  aus 
der  Gleichung 

_ 


=|[|v^F+¥--(J;)l>°'^- 

Dabei  war  in  den  Aufgaben  1,  2  und  3  bezw. 


(*0 


1        a  l        a 


r2- 


Daraus  erkennt  man  auch,  dass  in  der  Gleichung  (3.)  die 
Integrationsgrenzen  —  ax  und  +  0,  noch  Functionen  von  x  sind. 

Ganz  ähnlich  wird  auch  die  Aufgabe,  das  Volumen  eines 
Körpers  zu  berechnen,  ganz  allgemein  zu  behandeln  sein.  Den 
Schnitt,  welcher  senkrecht  auf  der  X-Axe  steht,  und  dessen 
Flächeninhalt  mit  F(x)  bezeichnet  worden  ist,  erhält  man,  indem 
man  in  den  Gleichungen  der  den  Körper  oben  und  unten  be- 
grenzenden Flächen 

(5.)  z'  =  g  {z,  y)  und  z"  =  h  (rr,  y) 

die  Grösse  x  als  Constanie  betrachtet.    Setzt  man 
( 6.)  z1  —  z"  =  g  0,  y)  —  h  {x,  y)  =/(*,  y), 

so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes 
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(7.)  F{x)  =/(*'  -  *")  dy  =//(,,  y)  dy, 

wobei  im  Allgemeinen,  je  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe, 
(8.)  yx  =  <p  (*),    y2  =  \p  (t) 

noch  Functionen  von  x  sein  werden.    Da  nun   nach  Formel 
Nr.  163  der  Tabelle  das  Volumen  des  Körpers 

(9.)  V  =  fF(z)dx 

ist,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7.) 

(10.)  V=fdxf(z'-z'')  dy  =fdxff{xy  y)dy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  ist  dabei  auf  die  richtige  Be- 
stimmung der  Grenzen  yx  =  tp  (x)  und  y2  —  V  (?)  zu  verwenden. 
Den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.)  nennt 
man  „ein  Doppelintegral". 

Am  besten  wird  man  das  angedeutete  Verfahren  durch  die 
Behandlung  einiger  Aufgaben  verstehen. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung 

(11.)  p{z  —  z^  =  xy 

stellt  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  dar;  man  soll 
das  Volumen  des  Körpers  berechnen,  welcher  oben  von  dieser 
Fläche,  unten  von  der  X  F-Ebene,  vorn  und  rückwärts  von  den 
Ebenen  y  =  c  und  y  =  rf,  links  und  rechts  von  den  Ebenen 
x  =  a  und  x  =  b  begrenzt  wird.  Dabei  ist  zQ  so  gross  gewählt, 
dass  das  durch  die  angegebenen  Grenzen  eingeschlossene  Stück 
der  Fläche  oberhalb  der  XY-Ebene  liegt. 
Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 

(12.)  *'  =  r0  +  3£f     «"  =  0; 

die  Grenzen  der  Integrations-Verändlichen  y  sind  constant,  denn 
es  ist 

(13.)  yx  =c,     y2  =  d. 

Man  erhält  daher 
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(14.) 


also 

(15.) 
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V  =  fdxßz'  -  z")  dy  =  \fd*f(p:*  +  ry)  dy 

a  c  a  r 

ü 

h 

=  ±jdx  [2pz0  (d-c)  +  (rf»-  c*)r] 

a 

-^[a^  +  ^  +  off, 


Fig.  112. 


r=(i-«^-£)l4/>2o  +  (o+4)(c+^ 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung 
(16.)  2p(*  — r0)  =  y2  — mV 

stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar;   man  soll  das  Volumen 
des  Körpers  berechnen,  welcher  oben  durch  diese  Fläche,  unten 

durch  die  X  Y-Ebene  und  seitlich 
durch  den  Cy lind  er 
(17.)  z*  +  y*  =  a* 
begrenzt  wird.  Dabei  sei  ~0 
wieder  so  gross  gewählt,  dass 
ä  das  von  dem  Cylinder  ein- 
geschlossene Stück  des  Para- 
boloids  oberhalb  der  X  T-Ebene 
liegt. 

Auflösung.     Auch    hier    ist 
z"  —  0,  also 

(18.)    V^fdxfzdy 

=  ±f  dzf(2p:,  +  y*  -  mW)  dy 


=  5/*^ +?-*'*  v] 


§  63.   Einführung  mehrfacher  Integrale.  349 

In  diesem  Falle  sind  aber  y,  und  y2  Functionen  von  z, 
denn  der  Schnitt,  welchen  man  durch  den  Punkt  Q  der  X-Axe 
zur  A'-Axe  senkrecht  legt,  schneidet  den  begrenzenden  Cylinder 
in  zwei  Geraden,  welche  auf  der  XY-Ebene  in  den  Punkten 
Px  und  P2  senkrecht  stehen  (Fig.  112).    Deshalb  wird 

(19.)  y2  =  +Va*  —  z\     y,  =  —  Vu*  —  x* 

und 

t    P       

(20.)    F=  —-  fodx  Vai—z*  \2pz»  —  mV  +  i  («2  —  *2)] 

Zp    J  Zp   J 

Nmi  ist  nach  Formel  Nr.  73,  71  und  74  der  Tabelle 

(21.)  fz*dx  y^=^*  =  ^  1/a»  —  x*  +  ^f-^L= 

V  4  vyfl2  _  *a 

=-  I fs(2*2_  a*)}^  —  *2+  a<  arcsin^U 

(22.)     jdz  V«*  —  x*  =  |  V^ZTS  +  2?  aresin  gV 

Dabei  muss  der  Punkt  Q  den  ganzen  Kreisdurchmesser 
2M  durchlaufen,  d.h.  xx  ist  gleich  — a  und  *2  gleich  +  a. 
Dies  giebt 

(2 1  a.)  fx°-dx  Ya^—z*  =  ^  aresin  1  =  ^ , 


—  a 


(22  a.)  /«/-c  Yai— r*  =  °2  aresin  1  = 

-  A 

also 
(23.) 


~  6p  24/> 


=  ^[8/Wb  +  (l-»VJ. 


350 


§  63.    Einführung  mehrfacher  Integrale. 


Fig   113. 


Aufgabe  3.    Die  Gleichung 

(24.)  2pz  =  y2  —  m^2 

stellt  wieder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar,  welches  die 
X  Y-Ebene  in  den  beiden  Geraden  A  C  und  BD  mit  den  Glei- 
chungen 

(25.)  y  =  +mz    und    y  =  —  mx 

schneidet  (Fig.  113);  man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berech- 
nen, der  oben  von  der  Fläche, 
unten  von  der  X  Y-Ebene  und 
seitlich  von  dem  Cylinder 

(26.)  x*  +  y*=  a2 

begrenzt  wird. 

Auflösung.  Wenn  die  Con- 
stante  p  positiv  ist,  so  liegt  nur 
derjenige  Theil  der  Fläche  über 
der  XY- Ebene,  für  welchen 
yt-^nflx'1  ist;  das  Körperstück, 
welches  berechnet  werden  soll, 
liegt  also  ausschliesslich  über  dem  schraffirten  Theile  der  Figur. 
Da  die  XZ-  Ebene  und  die  YZ-Ebene  Symmetrie-Ebenen  sind,  so 
genügt  es,  das  Volumen  des  Körpers  zu  berechnen,  welcher 
über  dem  Kreissector  COE  liegt,  wenn  man  das  gefundene  Re- 
sultat noch  mit  4  multiplicirt.    Es  wird  also 


(27.) 

wobei 

(28.) 

(29.) 


*2  Vi  *l  ** 

V=±fdzhdy  =  -Jdxj(y*  —  mW)dy, 


yi  =  QPx=mx,     y2=QP2  =  V<>2  —  *2, 
.rt  =  0,     x2  =  OF=  :  =  ö  cos« 


ist,  wenn   man   den  Winkel  XOC  mit   «   bezeichnet 


Es   ist 


nämlich  x2   die  Abscisse   des  Punktes  C,   für  den   die   beiden 

Gleichungen  

y  =  Ya2 —  x2    und    y  =  mx 

gemeinschaftlich  gelten,  für  den  also 
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a2  —  x*  =  mV,     oder    s2  (1  +  ro2)  =  a2 
wird.    Deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (27.) 

=  j-  jdx  []/a2  — s2  (a2  —  a:2  —  3m2*2)  +  2m  V] 
=  ^-  [a* /cfe}/ä*=P  —  (1  +  3**2)  UMzYa*—z* 

+  2m*(x*dx\ 

*% 
Nun  ist  nach  Gleichung  (22.)  und  (29.) 

(81.)  ldxVa*  —  x*  =  |£yj*Tp  +  2?  arcsin(0T  C°8a 

=  —  [sin  «  cosa+arcsin  (cos  <*)] 
a-f     m  n  "]. 

=  2-LrT^+2-ttJ' 

nach  Gleichung  (21.)  ist  ferner 

(32.)  L*dxVu*—z*  =|  [*(2.r2  —  a2)Va2— z2+a4 arcsin^)?00'" 

=  —  [sin  «  cos  « (2cos2  a  —  1)  +  aresin  (cos  «)] 

o 

a4  Vm  (1 —  m2)       TT         "I . 
=  8"L(1+«V    +2-"J' 
und  endlich  ist 

(33.)  ^«[-^-„..»j—-^, 

*l 
folglich  wird  nach  Gleichung  (30.) 
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1  +  Sm'/mfl— m*) 


m 


-,+• 


..)- 


+ 


+; 


2(l  +  m2)'_T 


oder 

(34.) 


I'=  —  [2m  +  (!—»•*)  (tt -2«)]. 


Aufgabe  4.     Aus  einer  Kugel  mit  der  Gleichung 

(35.)  ;r2  +  y*  +  z*  —  ö2  =  0 

bohren  die  beiden  Kreiscylinder  mit  den  Gleichungen 


(36.) 


>2  +  y2  —  «*  =  0    und   *2  +  y2  +  ax  =  0 


Oefihungen  heraus;   wie  gross  ist  das  Volumen  des  übrig  ge- 
bliebenen Theiles  der  Kugel? 

Fig.  in.  Auflösung.    Die  XY- 

Ebene  schneidet  die 
Kugel  in  einem  Kreise 
mit  dem  Halbmesser  a 
und  die  beiden  Kreis- 
cylinder  in  Kreisen  mit 


den 


Halbmessern     - 
2 


(Fig.  114).  Legt  man 
urch  den  Punkt  Q  der 
X  -  Axe  einen  Schnitt 
senkrecht  zur  X-Axe , 
so  schneidet  derselbe  aus 
der  Kugel  einen  Kreis 
mit  dem  Halbmesser 


(37.);      QÄ=l/a2  —  x* 
und  aus  dem  einen  Cylin- 


der die  beiden  Geraden  PT"  und  N'N'\  deren  Abstand 


QR=yax—  x* 
vom  Mittelpunkt  Q  des  Kreises  sich  aus  der  Gleichung 
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Fig.  115. 


(38.)       ^2  +  y2_^  =  0? 

oder 

(38  a.)       y=yaT—** 

ergiebt  (Figur  115).  Da  der  Kreis 
um  Q  auf  der  Kugelfläche  liegt, 
so  genügen  die  Coordinaten  der 
Punkte  P*  und  P"  der  Gleichung 
(35.),  die  man  auf  die  Form 

(89  J**  =  +V*--*-* 

SSL^     *??  erhMt   daher  **  den  Flächeninhalt  des 
„^TJI esTef  "  dCn  beWen  KreiSSe^en  ™" 

(40.)     *■(,)  =  2/?.w)  rfy  =  if%  yür=-r~Tf 

wobei  *  " 

(41.)      yi^QB^y^ZZ*,    y2  =  QS  =  y^—2 

ist.    Nun  wird  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

(42.)  fdy  V^=^=l  y?=jr+  f  arcsin0) 

folglich  ist,  wenn  man  c*  =  d*  —  x*  setzt 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (41.)  "'     *'   " 

**(*)  =  2  (a*—  **)(arcsinl  —  aresin  \/«*  —  #\ 


also 


—  2j/«.r  —  x*ya*  —  ax, 

Setzt  man  noch 

(**50  aresin 

so  wird 

Stegemann- Kiepert  Integral- Rechnung 


V  a  +  x  ~f  ~  J  —  u, 
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r  U 

(46.1        sin2*  =  — - —  =  cos2w,    cos-/  =  — ■ —  =  sin2w, 
v  a  +  x  a  +  x 

(47.)     tgV  =  ctg2a  =  ^-,     /  =  aresin  J/  -j_  =  arclgj/^ 

(48.)  w  =  £  —  aresin  "J/^  *—  =arcctg]/^, 

folglich  geht  Gleichung  (44.)  über  in 

(49.)  F(t)  =  2  (tf2  -  *2)  arectgj/-  —  2(a—x)Yäx. 

Da  die  YZ-Ebene  den  Körper  in  zwei  symmetrische  Theile 
zerlegt,  so  erhält  man 

(50.)   V=  2  fF(x)dx  ==  4/(</2— *2) arectg]/  -  •  tfr 

0  o 

ii 

—  4^0  /(a  —  x)  yrdr. 

II 

Setzt  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (48.) 

(51.)  x  =  aw\     u  =  arectg  y  —  ^  arectgw?,     dv  =  (a- — x2)dx, 

also 

(52.)       du^-j^,      *  =  «V-^  =  £(8**-t*«), 

so  wird  nach  Formel  Nr.  61  der  Tabelle  durch  partielle  Inte- 
gration _ 

(53.)       j(al — r2)  arc  ctg  ]/ -  •  </.r  =uV  —  £. j arectg }/- 

+  3y    ^2+i    *"- 

Nun  ist 
folglich  geht  Gleichung  (53.)  über  in 
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(55.)  f(a*—x2)  arcctg  }/£  •  dx  =  ^  (-  Sz*+5ax+S0a*) 

,   2a:'+3aV— .r»         ,  1/7 
+ arcctgj/-, 

(56.)  /(«2—  *2)  arcctg  ]/  -  •  o*  = 


.  32a»  ,  4a*  .    ,       2«*  ,    n       32«* 

40         o  o  45 


Ferner  ist 


(57 


,*- 


i}        j[a-r)y;Jr  =  ^-*Ll[  = 


4ta*Va 


15 


folglich  ist  nach  Gleichung  (50.) 

128a*       16a*       16a3 


(58.)  V  = 


45  15  9 


Man  hätte  auch  das  Volumen  der  beiden  Cylinder  berechnen 

können,   soweit  sie  in  der  Kugel  liegen.    Zieht  man  dann  das 

gefundene  Resultat  von  dem  Volumen  der  ganzen  Kugel,  näm- 

4a*7r 
lieh  von  —t—  ,  ab,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.    Nach  Figur  114 

o 

und  115  wird  bei  dieser  Behandlung 

Vi 


(59.)  Fi  (z)  =r  4/rfy V''a—  r*  -  y\ 

wobei  wieder 

(60.)  yx  =  QR  =Yäx  —^ 

ist.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

(61.)     F,  (x)  =  2    yya*-y>-y*  +  (a*—x*)  arcsin(    -^)]V> 

~  2(a — ar)ya^+2  (a2 —  :r2;  aresin  y  » 

folglich  findet  man 

23* 
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(62.)   P,  =  2/Fx(x)dx  =  l^afia  -  xflxdx 

0  o  

+  4/"(a2  —  s2)  aresin  \  -^—  efe. 

0 

Indem  man  dieselben  Bezeichnungen  anwendet  wie  in  den 
Gleichungen  (45.)  bis  (48.),  erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  (56.) 

(63.)  /(a2  —  *•*)  aresin]/^-^  efe  =  f(«*—*v)(j  —  w)  *" 

0  o 

rt 

=  j[a>x-jj-j{a>-  **)  arectg  j/l .  dT 


0 

ö37t       32a3 


45 


(64.)  F1  =  4Va[—  --   J  + 


♦      2s*T  .   4a37r       128a3 


3  45 


—  l^3  -i_  4a37r  _  128g3  _  4a37r  _  16a3 
~"T5~  +  ~T~         45     ~~     3  9' 

folglich  wird  wieder 

(65.)  r=^.-r..i*?. 

Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  man  bisher  die  Schnitte 
senkrecht  zur  X-Axe  legte,  darf  man  natürlich  auch  zunächst 
Schnitte  senkrecht  zur  Y-Axe  oder  senkrecht  zur  Z-Axe  legen. 
Wenn  man  z.  B.  in  der  letzten  Aufgabe  den  Körper,  dessen 
Volumen  berechnet  werden  soll,  durch  Schnitte,  senkrecht  zur 
Z-Axe,  in  Schichten  zerlegt,  so  stellt  Figur  116  einen  solchen 
Schnitt -dar,   wobei   OS  =  z  der  Abstand  dieses  Schnittes   von 
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der  X  y-Ebene  ist.  Die  Kugel 
wird  in  einem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser 

(66.)       SL  ="|/^=?, 

und  die  beiden  Cylinder  werden 

in  Kreisen  mit  dem  Halbmesser 

—  geschnitten.  Da  die  Axen 
& 

SL  und  SM  die  Figur  in  4 
symmetrische  Theile  zerlegen, 
so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes 

(67.)  F(z)  =  \SP,  M  =  4/(y'  —  y")dz, 

o 
wobei  P  ein  Punkt  der  Kugel  und  P'  ein  Punkt  des  Cylinders 
ist,  so  dass 


(68.) 


-  -  ya2_  vi_  X2t   y»  =yax_. 


wird,  folglich  erhält  man 


(69.) 


F(z)  =  4/(  Va'2  —  *2  —  x1  —  yax  —  x*)  dx. 


Im  Punkte  Px  werden  yl  und  y"  einander  gleich;  man  findet 
daher  den  Werth  von  xu  indem  man 
(70.)  y'  =  y",     oder    a*  —  z*—x2=ax  —  x* 

setzt;  dies  giebt 

(71.;  x,  =  — ■ 

Nun  wird  nach  Formel  Nr.  74  der  Tabelle 

(72.;  Wo1— zl— zi.dx=l^ya^-z^-^+a2~Z\rcäx/      ^_  JP 

id1— z^)zVa^^  ,  cfl—zi       .  /Vu*=z>\ 

Ferner  wird,  wenn  man 
(73.)  2x  =  t+a,     also     2a  —  2x  =  a  —  < 

setzt. 
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\fd*y  ax  —  x*=  fdl  |/«2  _  fi 

0  (Ol 


also 


C      i ia1 — 2z1)zVä'* — z*     a*Y        .    /a?—2z2\ 

(74.)ijdxVax-x*={- ^/ +  ¥[arcsm(— -fi-) 

°  .     1 

+arcsm  1  • 

Deshalb  ist  nach  Gleichung  (69.) 
(75.)  Fix)  =  zVa*^1+2(a'*—z*)  aresin  (J^^) 

Setzt  man  hierbei 

(ya2 z2\  a2 ^2  22 

I )=  t,  also  sin2*  =  — ^ — '  cos2* =  1> 

so  wird 


(77.)       2  =  flcos^,     |/a2— z2  =  asm*,     dz  =  —  aswtdt, 
a*  —  2z*  =  a2(l  —  2  cos2*)  =  —  a2COS(2*)  =  o2cos(7r— 2t) 

=  a2sin(2* —  ^\ 

folglich  ist 

(78.)  arcsinf ^ — )=  2* —  V 

und  deshalb 

(79.)  F(z)  =  a2  (sin*  cos*+2*sin2*  —  *). 

Dies  giebt 
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o 


(80.)  V=  2/F(z)dz  =  2a*f(— sin2*cos*  —  2*sin3*+*sin*)rf* 

o  «_ 

i 

=  2a3|/sin2*  cos*  dt  —  /**(sin  *  —  2  sin3*)  eft] . 

A  A  -^ 


0 

Dabei  ist 


(81.)  /sin2*  cos  *rf*  =  |  [sin3*]  *  =  i , 

Ü 

/*  (sin*  —  2  sin3*)  </*  —Jt  (2cos2*  —  1)  sin*rf* 
=  *  (cos*  —  |  cos3*)  —/(cos*  —  $  cos3*)  dt 


also 


=  *  (cos *  —  i  cos3*)  —  |  sin*  —  |  sin3*, 


(82.)  /*(sin  *  —  2  sin3*);/*  =  —  - , 

0 

folglich  wird  nach  Gleichung  (80.)  wieder 


§  64. 

Theorie  der  mehrfachen  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel  -Tabelle  Nr.  165.) 
Wie  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  zu  ersehen  ist, 
wird  man  durch  die  Kubatur   der   Körper   auf  Doppelintegrale 
geführt,  und  zwar  in  folgender  Weise.    Es  war 

»Pix) 

(1.)  F(r)=ff{x,y)dy, 

tp   (X) 

wobei 

(2.)  /(*-,  y)  =  ;'-*"=  g(x,  y)-h  (*,  y) 

und 
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(3.)  z'=g(x,y\     z"  =  h(x,y) 

die  Gleichungen  der  beiden,  den  Körper  oben  und  unten  be- 
grenzenden Flächen  sind.  Bei  dem  in  Gleichung  (1.)  auf- 
gestellten Integrale  ist  y  die  Integrations -Veränderliche t  während 
x  als  Oonstante  betrachtet  werden  muss.  Deshalb  dürfen  auch 
die  Grenzen 

dieses  Integrals  noch  Functionen  von  x  sein,  wobei  die  Glei- 
chungen (4.)  auf  der  XY-Ebene  senkrecht  stehende  Cylinder 
darstellen,  welche  den  Körper  vorn  und  rückwärts  begrenzen. 
Das  Volumen  des  Körpers  wird  dann 

b  b  i/;(x| 

(5.)  V  =/F  (x)  dx  =fdxff  (*,  y)  dy.      ♦ 

a  a  <p  (x ) 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  gleichzeitig,  dass  auch  um- 
gekehrt ein  solches  Doppelintegral  stets  als  das  Volumen  eines 
Körpers  betrachtet  werden  kann,  der  oben  von  der  Fläche 

(6.)  z  =/(*,  y), 

unten   von   der    XY- Ebene,    vorn   und    rückwärts    durch   die 

Cylinder 

(7.)  y\=<p  0)>    vi  =  *  Wi 

links  und  rechts  von  den  Ebenen 
(8.)  xx  =  a,     x2  =  b 

begrenzt  wird.  Die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  folgt  aus  Figur 
117;  dabei  entspricht  der  Gleichung 
(6.)  die  Fläche  CDFE,  den  Glei- 
chungen (7.)  entsprechen  die  Cylin- 
-Ft  der  CC^E  und  DDXFXF,  und 
den  Gleichungen  (8.)  entsprechen 
die  Ebenen  CC\  1\1)  xm&EExFxF. 
Für  einen  constanten  Werth  von 
x,  z.  B.  für  x  =  OB,  erhält   man 

eine  Ebene,  senkrecht  zur  X-Axe,  welche  aus  dem  Körper  die 

ebene  Figur 
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»/'  ix) 

(9.)  GGlHtH=F(x)=/f(x,y)dy 

<p(X) 

ausschneidet. 

Aus  dieser  geometrischen  Deutung  des  Doppelintegrals  folgt 
auch,   dass  es  als  eine  Summe  von  zweifach  unendlich  vielen, 
unendlich  kleinen  Grössen   aufgefasst  werden   kann.    Der   be- 
trachtete Körper  wird  nämlich  durch  Fi«- 1 18- 
die  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Axe, 
in  unendlich  viele,  unendlich  dünne 
Schichten  zerlegt,  und  jede  solche 
Schicht  wird  wieder  durch  Schnitte, 
senkrecht  zur  F-Axe,  in  unendlich 
viele,    unendlich   dünne    Säulchen 
(Fig.  118)  zerlegt,  deren  Höhe 
(10.)       QP  =  z=f{x,y), 

und  deren  Grundfläche  ein  unendlich 
kleines  Rechteck  QQ^Q^dy  mit 
den  Seiten  dx,  dy  und  dem  Flächen- 
inhalte dxdy  ist. 

Da  bei  der  Integration  in  Bezug  auf  y  die  Grössen  x  und 
dx  constant  bleiben,  so  kann  man  natürlich  die  Gleichung  (5.) 
auch  in  der  Form 


0    R    R, 


b    xinx) 
V=fff{x,y)dxdy 

a       </>  (x) 


(11.) 

schreiben,  wobei 

( 1 2.)  / (x,  y)  dxdy  =  zdxdy 

das  Volumen  eines  solchen  unendlich  dünnen  Säulchens  QQ^Q^ 

PPlP^P2  ist. 

Auch  die  Ordnung  der  Integration  darf  man  ändern,  denn 
man  kann  die  unendlich  dünnen  Säulchen,  welche  zu  demselben 
Werthe  von  y  gehören,  durch  Summation  zu  einer  unendlich 
dünnen  Schicht  vereinigen,  welche  zur  XZ-Ebene  parallel  ist, 
und  dann  durch  Summation  aller  dieser  Schichten  den  ganzen 
Körper  erhalten.  Zu  beachten  ist  aber,  dass  hierbei  im  All- 
gemeinen auch  eine  Aenderung  dei-  Integrationsgrenzen  statt- 
findet 
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Fig.  iiu. 

I 


Nur  in  dem  Falle,  wo 
die  Integrationsgrenzen  cp  (x) 
und  ip  (x)  von  x  unabhängig 
sind,  werden  die  Cylinder 


R    H, 


(13.)  i/  =  (f{x)  und  y  =  i('(x) 

in  Ebenen 

(14.)  y  =  c  und  y  =  d 

übergehen  (Fig.  119).  Dann 
folgt  aus  der  geometrischen 
Deutung  des  Doppelintegrals 
ohne  Weiteres 


(15.) 


fdxff(x,  y)dy  =  fdyff{x,  y)d.r, 


denn  in  diesem  Falle  ist  der  Körper  begrenzt  von  der  krummen 
Fläche  z=f(x,y),  von  der  XV-  Ebene  und  den  4  Ebenen 
C\CI)DU  EXEFFU  CXCEE^  DiDFFx  mit  den  Gleichungen 

(16.)  x  =  a,     x  —  b.     //  =  c,     y  =  d. 

Dies  giebt  den  Satz : 

Sind  die  Grenzen  eines  Doppelintegrah  in  Bezug  auf  x  und 
y  constante  Grössen,  so  wird  der  Werth  des  Doppelintegrah  nicht 
geändert,  wenn  man  die  Ordnung  der  Integration  in  Bezug  auf 
die  beiden  Veränderlichen  x  und  y  umkehrt,  während  die  Inte- 
grationsgrenzen  unverändert  bleiben. 


Jetzt  ergiebt  sich  von  selbst,    was  man  unter  einem  drei- 
fachen Integrale 

fdxfdyff(x,y,z)dz 

a        (fix)      ä(x,  y) 

zu  verstehen  hat.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  ein  »- 
faches  Integral  erklären  und  als  eine  Summe  von  w-fach  unend- 
lich vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  deuten. 
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Es  ist  möglich,   das  Volumen  eines  Körpers  auch  als   ein 
dreifaches  Integral  darzustellen,  denn  es  ist 

z'—z'^Jdz^fdz, 

also 

(17.)  V=  fdxfdyfdz  =//     Jdxdydz. 

a        tp\x)        A(*,y)        a    tp(x)      A(x,y) 

Hierbei  ist   dxdydz  ein-  unendlich   kleines    rechtwinkliges 
Parallelepipedon  (Fig.  120),  welches  das  Vo-  Fig.  m. 

lumenelement  genannt  wird.  Die  angegebenen 
Integrationsgrenzen  deuten  darauf  hin,  dass 
man  zuerst  in  Bezug  auf  z,  dann  in  Bezug 
auf  y  und  zuletzt  in  Bezug  auf  x  integriren 
soll.  Man  darf  aber  auch  die  Reihenfolge 
der  Integrationen   ändern,   nur    muss   man  ax 

dabei  beachten,  dass  sich  dann  im  Allgemeinen  auch  die 
Integrationsgrenzen  ändern.  Wenn  man  z.  B.  zuerst  in  Bezug 
auf  x  integrirt,  so  sind  die  Grenzen  xx  und  r2  im  Allgemeinen 
noch  Functionen  von  y  und  z,  welche  durch  die  Gleichungen  der 
begrenzenden  Flächen  bestimmt  sind. 


§  65. 

Einführung  von  neuen  Integrations-Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  166—168.) 
Wie  man  bei  den  einfachen  Integralen  durch  Substitution 
eine  neue  Integration- Veränderliche  zur  leichteren  Ermittelung 
des  gesuchten  Integrals  einführte,  so  kann  man  auch  bei  den 
»-fachen  Integralen  durch  Substitution  n  neue  Veränderliche 
einfuhren  und  dadurch  möglicher  Weise  die  Berechnung  des 
mehrfachen  Integrals  wesentlich  erleichtern.  Bei  einem  Doppel- 
integrale 

b       \1>[X) 

(1.)  v=fff{x,y)dxdy 

a      (fix) 

setze  man  z.  B. 

(2.)  x  =/,  (fif  s),    y  =f2  («,  r) 
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und  mache  u  und  c  zu  Integrations -Veränderlichen.      Während 
aber  bei  der  Darstellung  von  V  durch  Gleichung  (1.)  constante 
Werthe  von  x  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Axe,  lieferten,  erhält 
man  f ür  u  =  c  aus  den  Gleichungen  (2.)  die  Gleichungen 
(30  *  =/i  (c,  v),     y  =/2  (r ,  t>), 

welche  für  jeden  Werth  von  c  einer  Curve  in  der  XV-Ebene 
oder  einer  Cylindei  fläche  im  Räume  entsprechen.  Ebenso  erhält 
man  für  constante  Werthe  von  v  aus  den  Gleichungen  (2.) 
wieder  Cylinderflächen,  welche  auf  der  XY- Ebene  senkrecht 
stehen.  Setzt  man  z.  B. 
(4.)  x  =  r  cosy,     y  =  rsiny, 

indem  man  die  beiden  neuen  Integrations- Veränderlichen  mit  r 
und  <?  bezeichnet,   so  erhält  man  für  constante  Werthe  von  r 
Fi*  ,21-  concentrische   Kreise    (Fig.  121), 

bezw.  coaxiale  Kreiscylinder,  und 
für  constante  Werthe  von  ip  gerade 
Linien  durch  den  Nullpunkt,  bezw. 
Ebenen  durch  die  Z-Axe. 

So  lange  x  und  y  die  Inte- 
grations -  Veränderlichen  waren, 
musste  man  sich  den  Körper  in 
zweifach  unendlich  viele,  unend- 
lich dünne  Säulchen  zerlegt  denken, 
deren  Höhe  *=/(*,  y),  und  deren 
Grundfläche  ein  Rechteck  mit  den 
Seiten  dx,  dy  und  dem  Flächen- 
inhalte dxdy  ist.  Jetzt  wird  der  Körper  auch  in  zweifach  un- 
endlich viele,  unendlich  dünne  Säulchen  mit  der  Höhe 
(5.)  z  =/(*,  y)  =/[/,  («,  •),    f2  («,  c)] 

zerlegt,  aber  die  Grundflächen  PP,P3A  (Fig.  122)  sind  nicht 
rig.  122.  mofo  Rechtecke  mit  dem  Flächeninhalte  dxdy, 
sondern  kleine  Vierecke  mit  den  Ecken  P,  Pu  P^  Pv 
Die  Coordinaten  dieser  Punkte  entsprechen  nach 
den  vorhergehenden  Ausführungen  bezw.  den  Wer- 
then  (u,  (?),  (u+du,  c),  (u+du,  c+dv),  (u,  v+dv), 
d.  h.  es  wird 


-;< 


3\ 
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r*~T+du     ' 
dx 


(7.)         x2=x+^-odc, 


(8.)         x,=  T+7fudu+r-£dc 


Nun  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks  PPAP%P^  da  man 
die  Seiten  als  gerade  Linien  betrachten  kann, 

g  =  4  [*(*  —  y2)+*i  (ys— y)+*s  (y* — yi)+*2  (y  — ya )] 
=  4  [fe— *)  (y*— yi)  —  fo—  *i)  fo  —  y)l 

oder 

*»  — *>    *i  — *"i 

Vs—y,   yi—y\ 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (6.)  bis  (8.) 


(9.) 


2Gr  = 


20  = 


fl/<  de  dv  du 


Ott  (70       '      ot? 


du 


du 


oder,  wenn  man  die  Elemente  der  zweiten  Colonne  von  denen  der 
ersten  Colonne  subtrahirt, 


(10.)    2G  =  2<fa 


dx 


-sr-?  -sr-  cfo  —  ~sr-  du 

du  dv  du 

--?  sf-  dv  —  -^  du 

du  dv  du 


dx 

dx 

du 

dl, 

=  2dudv 

&, 

dy 

du 

Wo 

/dx  dy      d.r  dy\  ,    , 


dz     dx 
du 

<ty.     dy 

also 
(10  a.) 

Deshalb  ist  das  Volumen  eines  solchen  Säulchens 

und  das  Volumen  des  ganzen  Körpers 

,11)  F.//7«r„).^§J-ga)**, 
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war.    Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  wird  nach  Glei- 
chung (19.) 

n 

T       u 

( 24. )  V  =  -  Idfff  rl  (sinfy  —  m2cos2(p)  rdr 

a        0 
n 
l 

=  —  I  (sin2</> —  m2cx)s1(f)d(f. 

a 

also  nach  Formel  Nr.  62  und  63  der  Tabelle 

(25.)   r=—  [_(i+m2)sinycosy+(l-^)f/](; 

=  ^-[(l  —  ™2)£+(l+m2)sin«cos«  —  (1—  in2)«], 

oder,  da  1  +  m2  =  1  +  tg2a  = —  ist, 

'  ö  cos2« 

(26.)  F  =  £-  [2m+(l  —  m2)  (n  —  2a)]. 


In  Aufgabe  4  war  nach  den  Gleichungen  (40.)  und  (50.) 
(27.)  V=&l   fy^—x^—t/'1 .  dordy. 

Durch  Einführung   von   Polarcoordinaten   wird   nach  Glei- 
chung (19.) 

T       a 

(28.)  V  =  8  fdfffrdr  Ya*--r* , 


0        n  cos  «/> 

also  nach  Formel  Nr.  75  der  Tabelle 
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(29.)      V=  üjdtfX—hai—  r^Ya*— r*J 

a  ' 

71  .% 

=  —I  sm^fdtp  — — -  /  ( l —  costy )  d{  cos  <y\). 


( 30.) 


Dies  giebt  wieder 

8a3  r 


F= ^Ljcosy,  —  |cos3y]2  = 


9" 


Mitunter  wird  man  sogar  bei  Anwendung  derartiger  Sub- 
stitutionen einfache  Integrale  dadurch  ermitteln,  dass  man  sie 
auf  Doppelintegrale  zurückführt.     Es  sei  z.  B. 


(31.) 


-h 


x*dr 


zu  berechnen;  dann  ist  auch,  wenn  man  x  mit  y  vertauscht. 
(32.)  J=fe~?dy. 

Indem  man  die  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  mit  einander 
multiplicirt,  erhält  man 

cid  r  *,       t 

(33.)  ./2  =  fe-^dxfe-  ?dy  =  f  I e-  i"+*>drdy. 

0  o  oo 

Dieses  Integral  stellt  das  Volumen  eines  Körpers  dar,  wel- 
cher oben  durch  die  Rotationsfläche  Fig.  ux 
(34.)            z  =  rW, 
unten  durch  die  X  Y-Ebene  und 
seitlich   durch  die  XZ-  Ebene 
und  die   FZ- Ebene    begrenzt 
wird  (Fig.  123). 

Durch  Einführung  von 
Polai  coordinaten  findet  man  da- 
her nach   Gleichung  (19.) 

Stegemann  -  Kiepert,  Integral-Bechnung.  24 
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(35.)  J2  =  i   fe-<*rd<pdr. 

o      « 
Dies  giebt,  indem  mau 

(36.)  r2  =  —  t,     also     2rdr  ==  —  dt 

setzt. 

2  -oe 

(37.)         ^  =  -  \jäyf*dt = -  \fd<p  m;  * 

0  0  ü 

n 
2 

TT 


=  \fi*  = 


folglich  wird 

(38.)  J  =  fe-"dr  =  \Y"- 

0 

Dieses  Integral  spielt  eine  wichtige  Rolle  in  der  höheren 
Vermessungskunde. 

§66. 

Complanation  der  Flächen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  169 ) 
Wie  man  sich  den  Bogen  einer  Curve  zusammengesetzt 
denken  kann  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Sehnen  ds, 
d.  h.  wie  man  den  Bogen  einer  Curve  als  ein  Polygon  mit  un- 
endlich vielen,  unendlich  kleinen  Seiten  betrachten  kann,  so 
kann  man  sich  auch  eine  gekrümmte  Fläche 
(1.)  F(*,y,*)  =  0,     Oder    z  =/(*,  y) 

aus  zweifach  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  ebenen  Stücken 
zusammengesetzt  denken,  d.  h.  man  kann  die  gekrümmte  Fläche 
als  ein  Polyeder  mit  zweifach  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Seitenflächen  betrachten. 

Verbindet  man  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Fläche  mit  allen  unendlich  nahen  Punkten  durch  gerade  Linien, 
so  sind  diese  gerade  Linien  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  P 
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und  liegen  im  Allgemeinen  sämmtlich  in  einer  Ebene,  welche 
die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P  genannt  wird  und 
die  Gleichung 

(2.)  Fi(x'-x)  +  F2(V'-y)  +  F,(z'-z)  =  01 

oder 


(2a.)  z<-z=—(x<-x)+d-(!,<-y) 

hat.    (Vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  145  der  Tabelle.) 

Legt  man  also  wieder  unendlich  viele  Schnitte, 
zur  X-Axe  und  senkrecht  zur  Y-Axe,   so  zertheilen 


senkrecht 
diese  die 


Fläche  in  unendlich  viele,  unendlich  kleine  Fi*  t24- 

Vierecke  PP^P^P2,  deren  Eckpunkte  sämmt- 
lich in  der  Tangentialebene  des  Punktes  P 
liegen  (Fig.  124).  Man  kann  also  das  Vier- 
eck PPiP$P2  als  eben  betrachten  und  findet 
den  Flächeninhalt  dO  desselben  aus  der  Glei- 
chung 

(3.)  PPiPsP* .  cosr  =  dO  .  cosy 

=  QQyQ^^dxdy, 
wobei  QQjQ^  die  Projection  von  PPXP^P2 
auf  die  -X  Y-Ebene  und  y  der  Winkel  ist,  welchen  die  Tangential- 
ebene des  Punktes  P  mit  der  XF-Ebene  bildet.*) 

Fig.  195 

*)  Der  hierbei 
angewendete  Satz  er- 
giebt  sich  unmittelbar 
aus  Figur  125. 

Wird  nämlich  das 
beliebige  Viereck 
PPiftB*  in  der  Ebene 
*,  auf  die  Ebene  *, 
projicirt,  so  liegen  die 
Lothe  QP,  QXPU  CkPz, 
Q2P2,  welche  manbezw. 
von  den  Punkten  P, 
1\ ,  P3|  1\  auf  die  Ebene 
*i  fällt,  in  den  Ebenen 
PSQ,  P&QU  P&Q*, 
P2&2Q2»  welche  durch 
die  Eckpunkte  dej 
Vierecks  PP1P3P2  hin- 

24* 
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Dabei  ist  nach  Gleichung  (2.)  und  (2  a.)  in  diesem  Falle 

R  1 

(11.)  cosy  = 


"^^  MIHI)" 

folglich  wird 

(12.) 


COSy  ^      r      i     i      2    -r    3  , 


oder 

(12a.)  ^  =  ^  +  (^  +  0- 

durchgehen  und  auf  der  Schnittlinie  AB  der  Ebenen  t  und  <t  senkrecht 
stehen.  Die  Winkel  PSQ,  Pi^Q,,  P3S3Qj,  P&Qi  aind  alle  dem  Nei- 
gungswinkel y  gleich,  so  dass 

4)  SQ  — SP.cosy,  S1Q1  — 3Pt.  cosy,  .$3 $3== -Vi*,  cosy, 

^(fe^SsPj.COSy 

ist.    Da  nun  das  Parallel trapez 

•   SQft$-i(SQ+SIQ,).SSil 
und  das  Paralleltrnpcz 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4.),  dass 
(5.)  SQQ&  ^  SPPxSy .  cos  y. 

Ebenso  findet  man 
(«.)  *  «:  Q3Ä3  =-  5|  Pi  P3Ä3  •  cos  y, 

( 7. )  .S3  Q8  Q.2Ä2  =  f 8P,PA  •  cos  y, 

(8.)  StQtQS  *=   S2P2PS  .  cos  y. 

Dies  giebt 

(9. )  Q Q,  Q3  ^2  -  ^  Q.  W*  +*fe  %  ^ A  -  $2 Qi <#>'-  A'Q Qi$i 

=  ( «i  Pi  P3S8  +  ^PjP^  -  S,PyPS  -  SPP&)  cos  }' 
«PP.P3P2.cosy. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  dass  die  Projection  P\  eines 
beliebigen  Polygons  F  in  der  Ebene  e  auf  eine  andere  Ebene  f\  gleich 
F.  cosy  wird,  wenn  y  der  Neigungswinkel  zwischen  den  beiden  Ebenen 
ist.  Da  man  eine  krummlinig  begrenzte  Figur  als  ein  Polygon  mit  un- 
endlich vielen  Seiten  betrachten  kann,  so  gilt  die  Formel 
(10.)  F,  =  Fcosy 

auch  für  jede  beliebige  ebene  Figur  F  und  deren  Projection  Fi. 
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Die  Integration  dieses  Ausdruckes  in  Bezug  aus  y  bedeutet, 
dass  man  alle  diese  unendlich  kleinen  Vierecke  snmmirt,  welche 
zu  demselben  Werthe  von  x  gehören.  Die  erste  Integration 
giebt  also  einen  unendlich  dünnen  Flächenstreifen. 

Integrirt  man  dann  noch  in  Bezug  auf  x,  so  erhält  man 
die  ganze  Oberfläche 

(13,  o=p:fiymw^jä*$7J^f^. 

a        <p[z)  a        tp(X) 

Die  Berechnung  des  Inhalts  einer  krummen  Oberfläche 
nennt  man:  „Complanalion  der  Flächen". 


§  67. 

Uebungs-Beispiele. 
Aufgabe  1.    Die  Gleichung 
(1.)  pz  =  xy 

stellt  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  dar;    man  soll 
den  Inhalt  der  Oberfläche  zwischen  den  Ebenen 
(2.)  x  =  0  und  x  =  a,     y  =  0  und  y  =  b 

berechnen. 

Auflösung.    Das  hyperbolische  Paraboloid  wird  von  den  be- 
grenzenden Ebenen  in  geraden  Linien  geschnitten,   so  dass  die 
gesuchte  Fläche  die  Seiten  eines  räumlichen  Vierecks  mit  ein- 
ander verbindet.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  dabei 
dz      y      dz      x 
öx      p      oy      p 


deshalb  wird 

a        b 

(5. )  0  =  -fdxidyYp*  +  x2+~y\ 

0  0 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle 


374  §  67.   Uebungs-Beispiele. 

(6.)    o  =YPfdx [yVp'+s'+yHO^+^Ky+K^+sHy*)] 


ü 

Setzt  man 


<'•)    — rgsr>  *-&•+•«* 


so  wird 


a: 


3 


(8.)  o=p*z+s. 

(  ^         * ""  (4  +»2  +42  +  ^2)^2  +£2  +  zx      p*  +  x 


(V^2+A2+  xl — b)xdx  xdx 

~~    (p2+z2)yp2+b'l+x2  pl+X* 

bxdx 

folglich  erhält  man  nach  der  Formel 

Judv  =  wü  — ftdu 
für  die  partielle  Integration 

Nun  isl 

(ho  M 


V>2  +  *2        /     V  (>2  +  **)  V/>2+Ä2+*2 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  80  und  22  der  Tabelle 


■pi)Vpi+bi  +  xi 


dx 


f(x*+2P>)d*         r  

Jyp2+bi+  x*     rJ(p-t+  xn)yp2+bi+zi 

=§  Vp2+^+^+8/>2~^  l(*+y/>* +*»+**) 

_2  '/  ^ 
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Setzt  man  noch 
(12.)  Vp2  +  A*  =  c  und  x  =  c .  tg/, 

so  wird 

(13.)  f/*=-ii£^,     ^«+41+*»=* 


also 

Wenn  man  ferner 
(15.)  ä  sin<  =  />«?,    also    b  cos  £ .  dt  =  /?cfa? 

einführt,  so  findet  man  aus  Gleichung  (14.) 


/16  v  / dk __  J_  /*  rfio    __  J_      .    /6sin*\ 

■"^ÄarCtgV^]/p2+J2+  ^7/' 

folglich  geht  Gleichung  (11.)  über  in 

(17    r  o^H^Qcfa 


=  |V>a+&2+g»+8/>2~y  i  (x  +  yJ^+P+^) 

und  Gleichung  (10.)  ergiebt 

Da  nun  noch  nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle 
(19.)  /  bdx y>2+  *2  +  z*=^Yp*+ 6*+«>+ 


(j*±!WUx  +  yp.1+b,+xi) 


ist,  so  wird 
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(20.)  o^^y^w+^+Q^i^+y^^+P) 

also 

(2i.)  0-g^+3n^+Öe!+^fi(*+l^S±r) 

(3^  +  ^)6  /fl+  |/^qr^M2\      ^2  /  ab  \ 

e^       V      y^qr»      /  '8arc*\py/,»+ai+4«/ 

Da  bei  dieser  Aufgabe  die  Integrationsgraden  constant 
sind,  so  hätte  man  auch  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
kehren können,  ohne  die  Grenzen  zu  ändern. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung 
(22.)  2pz  =  z*—  y* 

stellt  wieder   ein   gleichseitiges   hyperbolisches    Paraboloid  dar; 
man  soll  den  Inhalt  der  Oberfläche  innerhalb  des  Cylinders 
(23.)  **  +  y2=a* 

berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (22.)  folgt 
(24.)  ^£  =  £,    ör=_y 

dx      p       dy  p  ' 

deshalb  wird 

a        Yf^  —  x* 

(26.;  O  =  -jdxldy  y^+^+^2. 

Ü         u 

Durch  Einführung  von  ebenen  Polarcoordinaten  erhält  man 
nach  Formel  Nr.  167  der  Tabelle 


•2        a 


(27.)  ()  =  i  /rfy/rrfi  y^+72 

ü  U 

und  daraus  nach  Formel  Nr.  83  der  Tabelle 
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n 


( 2K.)  O  =  ±j'dy  [(/>'  +  r*)V5?+7«J 

0 

J 

Auch  hier  hätte  man  die  Reihenfolge  bei  den  Integrationen 
ändern  und  die  Gleichung  (27.)  auf  die  Form 

a  2  a 

(29.)    O  =  -frdr  Ypl  +  rl  fd<p  =—  / '  rdrYp2  + r2 

ti  u  ü 

bringen  können. 

Aufgabe  3.     Man  soll  denjenigen  T heil  der  Kugeloberfläche 
mit  der  Gleichung 


(30.)       xl  +  y2  +  z2—  «2  =  0,  oder  ^  =  ±Ya2—x2—yl 
berechnen,  der  von  den  beiden  Cylindern 
( 31 .)  x2  +  yl  —  ax     und     x2  -f-  y2  =  —  o* 

herausgebohrt  wird.    (Vergl.  die  Figuren  114  und  115.; 

Auflosung.    Aus  den  Gleichungen  (30.)  folgt 
(32.)  *\  =  2x,     F2=2y,     F3  =  2z, 

(33.)  iV?,J  +  l'iJ+li>=7l/^+y*  +  *»=i=- 


Da  die  gesuchte  Oberfläche  durch  die  Coordinaten-Ebenen 
in  8  symmetrische  Theile  zerlegt  wird,  so  braucht  man  nur  einen 
solchen  Theil  zu  berechnen  und  mit  8  zu  multipliciren.  Dadurch 
erhält  man  nach  den  Formeln  Nr.  169  und  21  der  Tabelle 
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(84.)  0=8a/Y^^f 

=  8.^[««Kj^tp)J,  ' 

0 

also 

(35.)  0  =  8a  fdx  .  arc  sin  ]/^^- 

Setzt  man 
(36.)  u  =  aresin  V  -^    ,    rf«  =  ^» 

so  wird 

(37.)  tgw  =  |/^,     t?  =  ^  =  atg2«, 

folglich  findet  man  durch  partielle  Integration 
(38.)  fdx  .  aresin  V ^-|--  =  *  arcsinV -^—af  tgWa, 
und  wenn  man 

(39.)  tgw  =  /,     also     w  =  arctg*,     du^-^ffi 

setzt, 

«40.,    fv^-fig-ßi-^)* 

=  *  —  arctg*  =  tgw  —  u 

=  1/-  —  aresin  1/  -: 

Dies  giebt 

<)  =  Safdjr  .  aresin  \-^rrx  =  H«[(*+«)«^n  V  J^^  —  V«jfJj 

also 
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(41.)  O  =  8a  (2a  .  aresin  V\  —  a)  =  icfin  —  8a2. 

Da  die  ganze  Kugel  die  Oberfläche 
(42.)  K  =  ±a*7i 

hat,  so  bleibt  für  den  ausserhalb  der  beiden  Cylinder  liegenden 
Theil  der  Kugeloberfläche 
(43.)  0,  =  8a* 

übrig. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  wird  bedeutend  einfacher,  wenn 
man  ebene  Polarcoordinaten  einfuhrt;  dadurch  geht  nach  Formel 
Nr.  167  der  Tabelle  Gleichung  (34.)  über  in 

2       a  cos  (p  2 

(44.)    0  =  8aß<pJ'y^_=Qaß<p[-V^=^]"M"' 


0 


7t_ 
1* 


=  8a ld<p  [a  —  er  cos?]  =  8a2  [cp  —  siny]*> 
o 
folglich  erhält  man  wieder 
(45.)  O  =  4aV  —  8a2. 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  Oberfläche  der  beiden  Kreiscylinder 
(46.)  s2  +  y2  —  az  =  0     und     z1  +  y2  +  az  =  0 

berechnen,  so  weit  dieselbe  innerhalb  der  Kugel 
(47.)  z*  +  y2  +  s2  —  a2  =  0 

liegt.    (Vgl.  die  Figuren  114  und  115.) 

Auflösung.  Die  gesuchte  Oberfläche  wird  durch  die  Coor- 
dinaten-Ebenen  in  8  symmetrische  Theile  zerlegt;  man  braucht 
daher  wieder  nur  einen  dieser  Theile  zu  berechnen  und  das 
gefundene  Resultat  mit  8  zu  multipliciren.  Die  Gleichung  der 
Fläche  ist 

(46  a.)  F(z,  y,  z)  =  x1  +  y2  —  az  =  0 

und  enthält  die  Veränderliche  z  gar  nicht.    Damit  die  gegebene 
Methode  anwendbar  wird,  muss  man  die  Coordinaten  in  Formel 
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Nr.  169  der  Tabelle  mit  einander  vertauschen.  Indem  man  z.  B. 
y  als  Function  von  x  und  z  ansieht,  geht  diese  Formel  für  die 
Berechung  der  krummen  Oberfläche  über  in 

(48.)  0=fdzf^yFS+FS+FJ. 

n         <p  (r) 

Aus  Gleichung  (46  a.)  findet  man 
(49.)  Fi=2x  —  a,     F2  =  2y,     Fz  =  0, 

(50.)  i<]  2+-K22+  E?  =  4tz*—  4ax  +  a*  +  4y2, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (46  a.) 
(51.)  FS+F?+W=al,     VF^+Ff  +  Ft^a, 

folglich  wird 

(52.)        0=8«/;/|  =  ^lÄ=/l 

0  0  0  (, 

Da  zu   der  Grenzweith  von  ~,   zu   einem  Punkte   gehört, 
welcher  auf  der  Kugel  und  auf  dem  Kreiscylinder  liegt,  so  wird 


3,  =  j/a2 — x2 — y2, 
wobei  aber  noch  nach  Gleichung  (46  a.) 

x2  +  y2  =  ar 
ist,  folglich  erhält  man 


(53.)  zx  —  yäl—ax. 

Dies  giebt 


.54.)     0=  4.y&V£^5  =  4«T/äfe=  8aV«[|/z];, 
also 

(55.)  0  =  8a2. 

Die  Fläche  der  beiden  Kreiscylinder,  so  weit  sie  von  der 
Kugel  eingeschlossen  wird,  ist  also  gerade  so  gross  wie  derjenige 
Theil  der  Kugeloberfläche,  welcher  ausserhalb  der  beiden  Cylinder 
liegt. 
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Aufgabe  5.    Ans  der  Schraubenfläche 

(56.)  y-*tg(!)=o 

schneiden  die  beiden  coaxialen  Kreiscylinder 

(57.)  x*  +  y*  =  a\     x*  +  y*  =  b* 

und  die  beiden  Ebenen 

cn  ,    cn 

(58.)  '  =  --2"'       r=B+T 

einen  Theil  der  Oberfläche  heraus;  man  soll  den  Flächeninhalt, 
dieses  Theiles  berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (56.)  folgt 

=  _f!±y!, 


(61.)  ^Hf,'  -HS'  -  ±  f  +Jl*  ' ■ 

also,  da  hier  nur  das  obere  Zeichen  in  Betracht  kommt, 

Die  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  ist  unterblieben, 
weil  durch  die  Gleichungen 
(63.)  x  =  r  cosy,    y  =  rsiny 

neue  Integrations- Veränderliche  eingeführt  werden  sollen.    Da- 
durch erhält  man  nach  Formel  Nr.  167  der  Tabelle 


+¥ 


(04.) 


O  =  Idipfrdr  l/^^  =fdrV#  +  r'2fd<f. 

—2  " 


Die  Grenzen  y  = —  —  und  y  =  +  ~  bestimmen  sich  daraus, 
dass  nach  Gleichung  (56.) 
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wird.    Nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle  erhält  man  daher 


§68. 

Einführung  zweier  variablen  Parameter. 

(Ver-L  die  Formel -Tabelle  Kr.  170.) 
Ist  die  Gleichung  einer  Flache  in  der  Form 

gegeben,  so  kann  man,  wie  es  auch  bereits  in  §  65  bei  der  Ein- 
führung von  neuen  Integration -Veränderlichen  geschehen  war, 
z  und  y  als  Functionen  von  2  neuen,  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  u  und  t  darstellen,  indem  man 

(2.)  *=/i  (*,*),     Sf=/i(«iO 

setzt,  wo  /,  (m,  t)  und  /2(«,  t?)  für  den  jedesmaligen  Zweck 
passend  gewählte  Functionen  sind.  Trägt  man  diese  Werthe 
von  x  und  y  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  erhält  man 

(».;  *  =/I/i  (*»  *),  A  (*,  •)]  =/s  («, 4 

Man  kann  also  eine  Fläche  durch  die  drei  Gleichungen 

(4.)  *=/i(«,*Of   y=/i(w»H   *=/s(«!«0 

darstellen;  und  umgekehrt:  Sind  die  drei  Gleichungen  (4.)  be- 
liebig gegeben,  so  stellen  sie  eine  Fläche  dar,  deren  Gleichung 
man  durch  Elimination  von  u  und  v  aus  den  Gleichungen  (4.) 
erhält. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  folgt  sodann 

dz  __dzdz      dz  dy 

du  ~~  dz  du      dy  du  ' 


(5.) 
also 


dz  _dz  dz      dz  dy 
de  ~~  dz  de       dy  de ' 


\ 
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\  (fody da: dy\dz  __  dz  dy      dz  dy 

^  *'  \dudo      dvdu)dx~~  dudv      dvdü1 

(dx dy Ö£Öy\^f  __dxdz dx dz 
du  dv      dv du/dy  ~~  dudc      Tfodü' 
Setzt  man  also 

dydz_ dy  dz  __  dz^dx ^dz^dx  _  _ 

dudo      dvdu~     '      dudv      lh<hi~     ' 


(7.) 


(8.) 

so  wird 

(9.) 

(10.) 


dxdy__dxdy_ 

du  do      de  du         ' 


dx~      C"    dy"       & 


Deshalb  erhält  man  nach  Formel  Nr.  166  der  Tabelle,  da 
die  Functionaldeterminante  gleich  C  ist, 

(11.)  O  =ffa^  +  ($+($=ff*MVA*+*+C*. 

Wie  diese  Formel  verwendet  werden  kann,  möge  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 

Aufgabe.    Durch  die  Gleichungen 

(12.)  X  =  U*  —  3WC2_  3Mj     y  _.  Su2_  8t,2)     z  =  j.3  __  3^2^  _  3e. 

wird  eine  Fläche  dargestellt,  auf  welcher  man  fiör  constante 
Werthe  von  u  und  v  zwei  Schaaren  von  ebenen  Curven  dritten 
Grades  erhält,  die  einander  rechtwinklig  schneiden.*)  Man  soll 
auf  der  Fläche  den  Inhalt  eines  Vierecks  berechnen,  welches 
durch  die  Curven 

(13.)  u  =  a,     u  =  b,     v  =  c,     v  =  d 

begrenzt  wird. 

*)  Diese  Linien  sind  die  Krümmungslinün  der  Fläche,  welche  die 
„Enneper'Bche  MinimalflÄche"  genannt  wird.  Davon  soll  aber  bei  dieser 
Aufgabe  kein  Gebrauch  gemacht  werden,  weil  in  diesem  Lehrbuche 
wegen  der  Beschränkung  des  Stoffes  eine  Erklärung  der  KrUmmungs- 
lmien  nicht  gegeben  werden  konnte. 
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(14.) 


Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (12.)  folgt 


du 

dz 


=  —  6«0, 


du 

jZ=— 60,  5-=-  3(c2- 


■1). 


de 
deshalb  wird 

^4  =  —  18m  (t#*  +  t>»  +  1), 

(15.)  {  U  =  9  (i#2+»1  +  1)(m»+©2— 1), 

C'  =  +18»  («*+*»+ 1), 
(16.)  ^+#>+  (72  —  81  (w2+r2+ 1)4# 

Dies  giebt  nach  Gleichung  (11.) 

b        d 

(17.)     O  ==fduf(u*+o*+l)*do 

a        e 
b        ,1 

=  dfduf(u*+2u?o*+c4+2u*+2o*+l)do 

a        e 

b 

=  dfdu[(u*  +  2u*+l)(d— c)+Hu^+lXd'^—c'i)+^—r% 

a 

also 

(18.)  0=  9[^(65— a%d—  c)+^V/*—  c»X*~ «)+$(*3—  a3)(<*s—  r>> 
+  |(i»— a»)(J-c)+|(rf3—c:»)(Ä—a)+(6—a)(</—^)]. 

§  69. 

Einführung  räumlicher  Polarcoordinaten. 

(Vorgl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  171.) 
Führt  man  räumliche  Polarcoordinaten  ein,  indem  man 


(1-) 


x  =  r  cos/  cosy,     y  =  rcos/siny,    *  =  rsin/ 


Fig.  12«. 


setzt,  so  ist  (Fig.  126)  OP  gleich  r 
der  Radius  vector,  X  der  Neigungs- 
winkel QOP  von  OP  gegen  die 
X  Y-Ebene,  und  </>  der  Winkel  XOQ, 
welchen  die  Projection  OQ  des 
Radius  vectorsOPauf  d  ie  X  Y-Ebene 
mit  der  positiven  Richtung  der 
X-Axe  bildet.  Indem  man  dabei  Ä 
und  (p  als  die  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen  betrachtet,  erhältman 
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[  dr      dr 
-^■=i  —  cos  k  cosr/) —  r  sin/,  cosy, 


(2.) 


dy_dr 


=  —  cosAsin  <f  —  r  smxsin<p, 

dz       dr  .    ,  , 

3^  =  ^snu+r  cosx, 

dx       dr        . 

—  =  —  cosxcosf/  — rcosxsm  </>, 

dy       dr        .   . 

~-  =  -Ä-  cos/ sin  y  +  rcosx  cosr/, 

dz       dr    .    . 

dtp      dy         J 

folglich  wird,  wenn  man  u  mit  /  und  c  mit  rp  vertauscht, 

dr   .    .  dr    .  o     o- 

^1  =  —  r  ^rsinx cos  x  cos  </>  —  r  ^-  sin  <p — r2cos2/cos  y , 

B  =  —  r-^r  sin/cos  £  siny  +  r  ^  cosy — r2cos2Asinr/>, 


(3.) 

(*■) 

also 
(5). 


öy 


dr 


C  =  +  r  £T  cos2/  —  r2  sin/  cos/, 

^)  cosU  +  r2  U-  j  +H  cos2/ 


=-K!0>M0- 


o 


^42  +  2*2  +  6,2</««/o 


=# 

Constanten  Werthen  von  y  entsprechen  Ebenen  durch  die 
Z-Axe,  und  constanten  Werthen  von  l  Kegelflächen,  welche  die 
Z-Axe  zur  Axe  haben.  Durch  diese  Ebenen  und  Kegel  wird 
die  Fläche  in  unendlich  viele,  unendlich  kleine  Vierecke  zerlegt. 
Indem  man  in  Bezug  auf  r/>  integrirt,  erhält  man  die  Summe 
von  diesen  Vierecken  auf  einem  ringförmigen,  unendlich  schmalen 
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Streifen  zwischen  zwei  benachbarten  Kegelflächen.  Alle  diese 
unendlich  schmalen  Streifen  werden  sodann  durch  Integration  in 
Bezug  auf  /  summirt.  Daraus  ergiebt  sich  für  jeden  einzelnen 
Fall  die  Bestimmung  der  Grenzen. 

Wie  dies  geschieht,  möge  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabe.    Die  gegebene  Fläche  habe  die  Gleichung 
(6.)  (a  *+ y2  +  z2)2  =  a2  (*2  -  y2), 

oder  bei  Einführung  räumlicher  Polarcoordinaten  durch  die 
Gleichungen  (1.) 

(7.)  r2  =  a2cos2>lcos(2y>); 

man  soll  die  gesammte  Oberfläche  berechnen. 

Auflösung.  Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Fläche  zu 
machen,  beachte  man,  dass  rga  sein  muss,  dass  die  Fläche 
also  ganz  innerhalb  einer  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  liegt. 
Die  XF-Ebene  schneidet  sie  in  einer  Lemniscate  mit  der  Glei- 
chung 
(8.)  («*+y*)»=a»(a?*—  y2),     oder    r2=  a2cos(2yj, 

und  die  Ebenen  durch  die  Z-Axe  in  zwei  Kreisen  mit  den  Glei 
chungen 

(9.)  x1  +  y2  =  ±  atxy     oder     r  =  ±  </tcos/, 

wobei 


(10.;  ax  =  a^cos  (2y) 

ist    Die  Fläche  entsteht  also  aus  der  Lemniscate  in  der  XY- 
Ebene  (Fig.  127),  indem  man  sämmtiiche  Radii  vectores  OP  zu 

Durchmessern  von  Kreisen  macht, 
deren  Ebenen  auf  der  XF-Ebene 
senkrecht  stehen. 
)a  Da  die  Coordinaten-Ebenen  die 
Fläche  in  8  symmetrische  Theile  zer- 
legen, so  braucht  man  nur  die  Ober- 
fläche eines  solchen  Theiles  zu  berechnen  und  das  gefundene 
Resultat  mit  8  zu  multipliciren.    Die  Grenzen  von  y  sind  dabei 

0  und  -j ,  die  von  x  sind  0  und  '-- 
Aus  Gleichung  (7.)  folgt  dabei 
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/in  dr  .    m 

K     J  r  gj  =  —  «2cos  it  sin  /  cos(2y), 

/ 1  o  \  ör 

deshalb  wird 

ll8'j    rVöl)  =  alcos2A  sin2;.coS2(2y)  =  aV^n^xcos  (2y), 

(H,)     r2fc)2=  «4«*Usin»(2V)  =  «V'cos*/.  *™*<M 
x  y/  cos(2y)  ' 

(15>)      [r2+(ll)lCO8^+(0-=«2CO8(2y)cOS^ 

cos(2y 
a2cos2/  r2 


C0S(2f/))       C0S2(2y) 
Dies  giebt  nach  Gleichung  (5.) 


ü    n 

2     T 


0      °  0  <T 

"2 


25* 


XII.  Abschnitt. 

Integration  der  Differentiale  der  Functionen 
yon  mehreren  Veränderlichen. 

§  70. 

Vollständige  Differentiale  der  Functionen 
von  zwei  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  172.) 
Ist 
(1.)  «=/(*,  y> 

eine  Function  von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
lichen, so  ist  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  134  der  Tabelle  das  toll- 
ständige  oder  totale  Differential  von  « 
/~  \  ,       du  ,    ,  du  , 

(2.)  du=—dx+  —  dy} 

wobei 

noch  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  dass  Gleichung  (2.)  über- 
geht in 

(2a.)  du  =  M (x,  y)dz+N(x,  y)dy. 

Wie  in  dem  Vorstehenden  die  Gleichung  (2a.)  aus  Glei- 
chung (1.)  abgeleitet  ist,  so  könnte  man  sich  jetzt  auch  die 
Aufgabe  stellen:  „Man  soll  u  als  Function  der  beiden  Veränder- 
lichen x  und  y  bestimmen,  wenn  du  durch  die  Gleichungen  (2  a. ) 
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gegeben  ist,   oder,   was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  -^ 

und  ^-  durch  die  Gleichungen  (3.)  gegeben. sind." 

Dabei  erkennt  man  aber  sogleich,  dass  die  Functionen 
M(x,  y)  und  N(x,  y)  nicht  ganz  beliebig  gegeben  sein  dürfen; 
es  müssen  vielmehr  M  und  N  die  partiellen  Ableitungen  ein 
und  derselben  Function  u  =  f(x,y)  sein.  Wenn  diese  Be- 
dingung erfüllt  ist.  muss  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  137  der  Tabelle 

1    '  dy     -~~dx~> 

oder 

dM(z,y)_dN{zfy) 
(4a')  dj~~~dx~ 

sein.    Diese  Bedingung  ist  nothwendig,  wenn 
(5. )  du  =  M  (x,  y)dx+N(zf  y)  dy 

ein  vollständiges  Differential  sein  soll;  sie  ist  aber  auch,  wie  so- 
gleich gezeigt  werden  soll,  hinreichend,  um  die  Function 

(6)  *=/(*,  y) 

zu  bestimmen,    deren  vollständiges  Differential  mit  Mdx  +  Ndy 

übereinstimmt. 

Beweis.    Wie  die  Gleichung 

(70  ^  =  J/(.r,y) 

aus  Gleichung  (6.)  hervorgeht,  indem  man  y  als  eine  Constante 
betrachtet  und  nach  x  dißerentiirt,  so  wird  Gleichung  (6.)  aus 
Gleichung  (7.)  hervorgehen,  indem  man  y  wieder  als  constant 
ansieht  und  in  Bezug  auf  x  integrirt.    Dies  giebt 

(8.)  u=/M(z,y)dz+Y. 

Hierbei  ist  die  Integrations-Constante  mit  Y  bezeichnet 
worden,  um  anzudeuten,  dass  sie  noch  eine  Function  von  y  sein 
darf,  weil  bei  der  in  Gleichung  (8.)  angedeuteten  Operation  x 
als  die  einzige  Veränderliche  angesehen  wurde.    Setzt  man 
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(9.)  /Mix,  y)dx  =  v, 

so  geht  Gleichung  (8.)  über  in 

(10.)  u  =  v+Y. 

Aus   dieser  Gleichung  folgt   mit  Rücksicht   auf  die  Glei- 
chungen (3.) 

, ,  \  öu       xr/        \       ör  .  dY 


(12.)         %-»*,■>-%■ 

In  dieser  Gleichung  ist  die  linke  Seite  eine  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  y.  Damit  die  Aufgabe  lösbar  ist,  muss 
auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  von  x  unabhängig  sein. 
Das  ist  auch  nach  der  in  Gleichung  (4  a.)  festgestellten  Voraus- 
setzung der  Fall,  denn  es  ist  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (9.) 

(1S)  ±(y -*>}=*# *»    =dN       A^) 

v     '}  dx\  dy)      dx        dxdy       dx  dy 

_  6N      dM 
~~  dx         dy' 
Dieser  Ausdruck   ist   aber   nach  Gleichung  (4  a.)  gleich  0, 

folglich  muss  N  —  ^-  von  x  unabhängig  sein.    Die  Gleichung 

(12.)  enthält  also  keinen  Widerspruch,  so  dass  man  daraus  ohne 
Weiteres  durch  Integration 

(14.)  y=y(*_g)rfy  +  6. 

ermitteln  kann.    Setzt  man  diesen  Werth  von  Y  in  die  Gleichung 
(10.)  ein,  so  findet  man 

(15.)  H=c+f(N-^)dV+C, 

wobei 

(16.)  o=/M(x,y)dx 

ist.    Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  denn  nach  den  Gleichungen 

(15.)  und  (16.)  ist  in  der  That 
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Man  nennt  den  Ausdruck 

M(z,  y)dx+N(x,  y)dy 
..ein  vollständiges  oder  totales  Differential",  wenn  die  Bedingung 
(19)  dM(x,y)  =  dN(x,y) 

dy  dx 

erfüllt  ist.  Man  muss  daher,  wenn  man  sicher  gehen  will,  ehe 
man  integrirt,  untersuchen,  ob  Gleichung  (19.)  befriedigt  wird. 
Man  kann  aber  auch  mit  der  Berechnung  von 

(20.)  v=/M(x,y)dx 

dv 
beginnen  und  dann  untersuchen,  ob  JV  —  ^-  unabhängig  von  x 

ist.  Wenn  dies  zutrifft,  so  wird  ja,  wie  schon  in  Gleichung  (13.) 
gezeigt  wurde, 

(21  d  (n       ÖV\  = dN       dM  =  0 

^     "'  öx\  dy)       dx         dy         ' 

d.  h.  die  in  Gleichung  (19.)  angegebene  Bedingung  wird  be- 
friedigt. 


§71. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 

(1.)  du  =  ( Zxi+8xy)dx+(4z*+3y'2)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.    Um  zunächst  zu  untersuchen,  ob  die  rechte  Seite 
von  Gleichung  (l.j  ein  vollständiges  Differential  ist,  bilde  man 
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dy  dy 

(3)  dN(x,y)  =  d(*x*+3y')^Qx 

v  *'  dx  dx 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  folgt,  dass 
dM{x,y)^dN{x,y) 
"'  dy  dx 

ist,  dass  also  in  diesem  Falle  Mdx+Ndy  ein  vollständiges  Dif- 
ferential ist.  Man  darf  daher  ohne  Weiteres  das  in  §  70  an- 
gegebene Integrations- Verfahren  anwenden  und  erhält 

(5.)       v  =/M(x,  y)dx  =  /(&**+  Sxy)  dz  =  x*+±xh/. 
Ferner  wird 

(6.)  N  —  p-  =  ix*  +  3.y2—  4*2  =  3y2 

und  deshalb 

(7.)  F  =f(N  -  g)  tfy  =yiy«y  =  f+  C. 

Dies  giebt 
(8.)  u  =  v+Y=x*  +  ±z*y  +  y*  +  C 

Die   Richtigkeit   dieses  Resultates   kann   man   sehr   leicht 
durch  Differentiation  prüfen. 

Man   kann   selbstverständlich   die  Aufgabe   auch  so  lösen, 
dass  man  zunächst 

(9.)  u  =/Ndy+X  =  w+X 

bildet,   wobei  X  eine  Function   der   einzigen  Veränderlichen   x 
ist,  und  dann  X  aus  der  Gleichung 

uo.,  *-/«-£)* 

berechnet. 

Aufgabe  2.    Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 
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(11.)         du  =  (20:r3—  21xiy+2y)dx+(—  7x*+2z+S)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.    Man  kann  zunächst  durch  Bildung  von  -~—  und 

dX      . 

~—  zeigen,  dass 

<->      £-£—>-+* 

wird,  und  dass  deshalb  die  rechte  Seite  in  Gleichung  (11.)  ein 
vollständiges  Differential  ist.    Dann  erhält  man 

( 13. )  v  =/Mdx  = /(20a:3—  21^+2y)  dx 

=  f>xA—  7x*y+2xy, 

(14.)  N  —  |^  =  ( —  7a:3  +  2x+ 3)  —  (—  7*3+ 2x)  =  3, 


(15.) 


Y=f(N-^)d!,=rßdy  =  Sy+C. 

Dies  giebt  * 
(IG.)  u-   c+Y=bz*—7z*y+2xy+3y+C. 

Aufgabe  3.    Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 

(17.)  du  =  (2az+by+c)dx+(bz+2my+n)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.      Hier  wird 
/,q,  dM      l      dN      l     ,      dM     dN 

(1S'}  W  =  b'     öiT  =  Ä'als0  W  =  öT' 

folglich  ist  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (17.)  ein  vollständiges 
Differential;  man  erhält  daher 

(19.)       v  =rfMdx  =  f(2ax+by+c)dx  =  ax2+bxy+cx, 

de 
i 20.)  jv  —  tt-  =  (&r+2roy+w)  —  &r  =  2my+», 


(21.) 


Y=f(N~  Vj)*¥=fo"V+»W 


=  my2+  ny  +  C. 

Dies  giebt 
(22.)  u  =  v+Y=  ax*+ bxy + ex + my2+ny + Cr. 

Aufgabe  4.    Man  soll  «  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 
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<M->.  du~    *++ 


__  xdy —  ydx 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Die  Gleichung  (23.)  kann  man  auch  in  der 
Form 

(23a.)  *._-f*    +^£, 

x2  +  y2    x*  +  y* 

schreiben,  aus  der  man  leichter  erkennt,  dass 

xl  +  y*  x*+  y2 

ist.    Daraus  folgt 

/o*i  dM  -  y2—  *2        dN_y*  —  x* 

^'}  ~B^  ~  (x*+y*? '      dx  ~  (x*+  y*j»  * 

Da  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
rechte  Seite  von  Gleichung  (23.)  ein  vollständiges  Differential-, 
man  erhält  daher  nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 


(26.) 


=fM*  =  -  yj^l-i  =  -  arctg  0), 


(27.)  X  —  S=V[— 2 TT— j=  0, 

v      '  öy      a 2  +  y2      x2+y2 

(28.)  Y=j{N-d^)dy^a 

Dies  giebt 

(29.)  u  =  c+Y=C—  arctg(-Y 

Aufgabe  5.  Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Den  Nachweis,  dass  die  rechte  Seite  von  Glei- 
chung (30.)  ein  coUständiges  Differential  ist,  kann  man  fuhren, 
indem  man 
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(31.)  gj/_c?A-_  2xy 

J  dy        dx  {x—yf 

bildet.    Man  darf  aber  auch  ohne  Weiteres 

(32.)  .-fto-ßl-^)* 

=  1*+    y2 


x  —  y 
berechnen  und  erhält  daraus,  dass 

dy     V(*— y)1      y)      (x—y)* 
_  a;»—  2-ry  +  y*       1  l_ 

(*  —  y)1        y  y 

eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,   diesen  Nach- 
weis.   Da  nun  noch 

(84.)  Y=f(N-  |)rfy  =|(l  _!)*  =  y  -  ly+C 

ist,  so  ergiebt  sich 

(35.)  tt  =  ü+F=la:H ^—  +  y  —  \y+C, 

x — y 

oder 

(35a.)  w  =  i(^+_£2L+c. 

\y/   ~x  —  y 

Aufgabe  6.     Man   soll   u   als  Function   von   x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

(36.)  du=(-^-i+y-,yx  +  (-^i+x-2y-7)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.   Den  Nachweis,   dass  die  rechte  Seite  von  Glei- 
chung (36.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  man  aucli  hier 
führen,  indem  man  zeigt,  dass 
,o7,  dM      dN      6^V  +  2y_6 

(3''j  S?  =  -5Z=  (**-y^+1 

ist.    Man  kann  sich  aber  diese  etwas  umständliche  Differentiation 
auch  ersparen  und  ohne  Weiteres 
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idurch  erhält  man 


berechnen.    Dadurch  erhält  man 


oder  nach  den  Formeln  Nr.  53  und  20  der  Tabelle 

(38<)     • = ^GtÜ)  " arct80 +xy  - bx- 

Daraus  folgt 

=  — 2y  — 7. 
Da  dieser  Ausdruck  von  x  unabhängig  ist,  so  ist  die  rechte 
Seite  von  Gleichung  (36.)  ein  vollständiges  Differential,  und  man 
erhält 

(40.)       Y  =f(N  -  |f  )rfy  =  -f{2y  +  l)dy  =  -  y*-  7y+  C\ 
(41.)  u  =  v+  Y=  \ l(j^|)-  arctg(^^-5s-y'-7y  +  C. 

§  72. 

Vollständige  Differentiale  der  Functionen  von  drei 
Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  173.) 
Ist 

(i.)  u  =/(*>  y>  *) 

eine  Function  von  drei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
lichen, so  wird  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  136  der  Tabelle  das 
vollständige  oder  totale  Differential  von  u 

(2.)  du  =  ~fcdx+'etdy+  dldz' 

wobei 

(3.)     ^  =  F(x,y,z)     —  =  G(x,y,z\    -^  =  H(x,y,z) 
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noch  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  dass  Gleichung  (2.)  über- 
geht in 

(2a.  j  du  =  Fdx  +  Gdy  +Hdz, 

wenn  man  bezw.  -F,  G,  H  statt  F(x,  y,  z\  G(x,  y,  z),  H(x,  y,  z) 
schreibt.  Wie  in  dem  Vorstehenden  die  Gleichung  (2  a.)  aus 
Gleichung  (l.)  abgeleitet  ist,  so  könnte  man  sich  jetzt  auch  die 
Aufgabe  stellen:  Man  soll  u  als  Function  der  drei  Veränder- 
lichen x,  y,  z.  bestimmen,   wenn  du  durch  die  Gleichung  (2a.) 

gegeben  ist,   oder,   was  auf  dasselbe  hinauskommt,   wenn  -~-? 

jy-  und  -^  durch  die  Gleichungen  (3.)  gegeben  sind. 

Dabei  erkennt  man  aber  wieder  sogleich,  dass  die  drei 
Functionen  JFJ  G,  H  nicht  ganz  beliebig  gegeben  sein  dürfen ; 
sie  müssen  vielmehr  die  partiellen  Ableitungen  ein  und  derselben 
Function  u  =/(r,  y,  z)  sein.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
so  ergiebt  sich  aus  D.-R.,  Formel  Nr.  137  der  Tabelle 

H,  °mM,  *MjM  aMA%) 

^  "'         dy  dx  dz  dx  dz  dy 

oder 

dF^dG^     dF=dH      dG  ^dH 

*  dy"  dx  '     dz  ~~  dx        dz  ~~  dy 

Diese  Bedingungen  sind  nothwendig,  wenn  die  rechte  Seite 
von  Gleichung  (2a.)  ein  vollständiges  Differential  sein  soll;  sie 
sind  aber  auch,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  hinreichend, 
um  eine  Function 

(5.)  u  =/(.r,  y,  *) 

zu  bestimmen,   deren  vollständiges  Differential  mit 

Fdx  +  Gdy  +  Hdz 
übereinstimmt. 

Beweis.    Wie  die  Gleichung 

du 

(6.)  Tx=Hx,y,z) 

aus  Gleichung  (5.)  hervorgeht,  indem  man  y  und  z  als  Con- 
stanten  betrachtet   und  die  Function  u  nach  x  differentiirt,  so 
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wird  Gleichung  (5.)  aus  Gleichung  (6.)  hervorgehen,  indem  man 
y  und  *  wieder  als  constant  ansieht  und  die  Function  F(z,  y,  z\ 
in  Bezug  auf  x  integrirt.    Dies  giebt 

(7.)  u  =/F(t,  y,  z)dz+<p  (y,  z). 

Hierbei  ist  die  Integrations-Constante  mit  y  (y,  z)  bezeichnet 
worden,  um  anzudeuten,  dass  sie  noch  eine  Function  von  y  und 
z  sein  darf,  weil  bei  der  in  Gleichung  (7.)  ausgeführten  Integration 
x  als  die  einzige  Veränderliche  angesehen  wurde.    Setzt  man 

(8.)  7>(s,  y,  z)dx  =  v, 

so  geht  Gleichung  (7.)  über  in 

(9.)  «  =  t?+SP(y,  *)• 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (3.) 
/.^  x  du      „,  x      dv  ,  dq>(y,z) 

(io.)  _=G(W)  =  5_  +  J^_j, 

(11.)  ö_=jff(a:)y)2)=s_  +  ^_) 

oder 

(12.) 


öy(yLz)==G_öüj     d(p(y,z)_H      dv 
dy  dy'         dz  dz 


Hierbei    sollen      y~y'  z'  und     y  Ir '  *'   von   der  Veränder- 
et ö« 

liehen  2;  unabhängig  sein,  folglich  muss  auch  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichungen  (12.)  von  x  unabhängig  sein,  wenn  die  Aufgabe 
lösbar  sein  soll.  Das  ist  auch  nach  den  in  den  Gleichungen 
(4a.)  aufgestellten  Voraussetzungen  der  Fall,  denn  es  ist  mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  (8.) 

(18.)        *(c^g)™-  *•=**-*(%) 

v     '        dx\        dy/       o.r.       oxoy        ox       oy\oxj 

_  dG       dF 
....       d  /         dc\_6H        dh>        dH       d /dc\ 

( '>    dz  V ~  ei)  -~üi~  dxdz  ~~d~x~~  dl\üx) 
=  dH    dF 

~   dx      dz  ~ 
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Die  Gleichungen  (12.)  enthalten  daher  keinen  Widerspruch, 
so  dass  man  die  Function  q>  (y,  z)  aus  der  Gleichung 

bestimmen  kann.  Auch  die  Bedingung,  dass  hierbei  der  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (15.)  ein  vollständiges 
Differential  ist,  wird  erfüllt,  denn  man  erhält  nach  den  Glei- 
chungen (4.) 

'      dz\         Ify)        dz        dydz         dy      dzdy 

dy\         dz) 
Man  kann  daher  die  Gleichung  (15.)  nach  dem  in  §  70  an- 
gegebenen Verfahren  integriren,  wie  folgt.    Es  sei 


(17.)  w 


-fc->> 


dann  ist  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (15.) 
(18.)  <p(y,z)  =  to+tp(z), 

(19.)  Ä£)=#_|£=§£  +Ä 

dz  dz      dz         dz 

oder 

(20)  ^=H*£      *E. 

v  dz  dz      dz 

Dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  eine  Function 
der  einzigen  Veränderlichen  z  steht,  folgt  schon  aus  den  Erläu- 
terungen in  §  70,  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  indem  man  den 
Ausdruck  nach  y  differentiirt.  Dann  erhält  man  nämlich  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (17.)  und  (4a.) 

(21  )     —  (h——  —  —}=  —  -  -^-  —  — 

dy  V    dz       dz )       dy       dydz       dydz 

~~  dy        dydz       dz\         dy) 

=  dH      dG  ^0 

dy        dz 
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Aus  Gleichung  (20.)  folgt  daher 

C22.)  „«./{*_*_.£)*+« 

also  nach  den  Gleichungen  (9.)  und  (18.) 

(23.)  u=c  +  w  +  ty(z), 

wobei  sich  die  Werthe  von  t»,  w  und  \p  (z)  aus  den  Gleichiuigen 
(8.),  (17.)  und  (22.)  ergeben. 

Man  ist  natürlich  nicht  an  eiue  bestimmte  Reihenfolge  der 
Integrationen  gebunden,   d.  h.  man  ist  nicht  gezwungen,  zuerst 

fc,  y,  z) dx,  sodann  l( G — ^-  j dy  und  endlich/f  H —  ^ — -J^ j dz 

zu  bilden,  sondern  man  kann  auch  mit  fG(x,  y,  z)dy  oder 
fH(x,y,z)dz  beginnen  und  dann  die  Rechnung  in  ähnlicher 
Weise  fortsetzen  wie  bei  dem  angegebenen  Verfahren. 

Man  erkennt  auch,  wie  ,sich  die  angegebene  Methode  auf 
Functionen  von  n  Veränderlichen  übertragen  lässt.  Dabei  kann 
die  rechte  Seite  von  der  Gleichung 

(24.)  du  =  MA  dxx  +  M2dx2  +  . . .  +  MndarH 

nur  dann  ein  vollständiges  Differential  einer  Function 

(25.)  u=f(xux.1)...xH) 

sein,  wenn  die  ^-^ — -  Bedingungen 


(26-»  dxß-dxa 


ÖMadM? 

befriedigt  sind.    Indem  man 

(27.)  c=fMKdxx    und    u  =  v  +  <p  (ar2j  ^  •  •  ••r«) 

setzt,  hat  man  den  vorliegenden  Fall  einer  Function  von  n  Ver- 
änderlichen auf  den  einfacheren  Fall  einer  Function  von  n  —  1 
Veränderlichen    zurückgeführt,    da    dann    noch    die    Function 

V  (*"*  x*"-  r»)  aus  der  Gleichun? 


$  73.    Uebungs-Beispiele. 
dt 
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(28.,  ^=(.W,-^]  +  (i„J_^+. 


zu  berechnen  ist. 


wenn 

(1.) 


§73. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  u  als  Function  von  *,  y,  z  bestimmen, 


gegeben  ist. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 


12.) 
also 


(3.) 


y  y2  y 


f  6F_ '  _  & G  _  _ 
dy  ~  dz  i 

dz  ~  dz  ~  °' 


dz~  dy  ~       y> ' 

Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (1.)  ist  daher  ein  vollstän- 
diges Differential,  und  man  erhält 


<4.) 

.5.) 
(6.) 

(7.) 


J  J  y       y 

_ az+  bz     ax  _      bz 

y2       y2         y1 


dy 


dv  _  dw      b 


de 


yw 


dz  Gz       y 

SUgemann-  Kiepert,  Integral-Rechnung 


dz      fi  dz      dz  ~    ' 


26 


402  §  73.  Uebangs-BeLspiele. 

ax+bz 


folglich  wird 

(9.) 


a  = 


+  C. 


Aufgabe  2.    Man  soll  u  als  Function  von  z.  y,  z  bestimmen, 
wenn 

(10.)   du  =  (y*+yz*)dx+(tey*+xz*+3y*z)dy+(4tz*+2xyz+y*) dz 
gegeben  ist. 

Auflösung.    Hier  ist 
(11.)     F=  y*+yz*,     G  =  3xy^+xz2+Syh,    i/  =  4*3+  2xyz+y'\ 
also 

dF      d(f      0  9  ,    9 
dy        dr 

no\  dF      dH      o 

(12)  '  ö7==ö^  =  2^ 

^^^te  +  j^. 

dz        oy 

Die  rechte  Seife   von  Gleichung  (10.)  ist   daher  ein   «oÄ- 
ständiges  Differential,  und  man  erhält 

(13.)  v  =/Fdx  ^/{ys+yz^dx  =  zys+xyz*, 

(14.)      G  —  ^  =  (3sy2  +  «» +  3*»*)  —  <  tey*  +  »*)  =  8yfc, 

(15,)      w=f(G-Ö£)dy=j'3y*zdy  =  y*:, 

de       dw 
dz       dz 


(16.)     #  —  ?*  —  ^-  =  (4r3+2*y*+y:l)  -  2*y*-y »  =  4**, 


folglich  wird 
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(18. )  u  =  ay*+xyz*+y*z+z*+  C. 

Aufgabe  3.    Man  soll  u   als  Function  von  x,  y  and  z  be- 
stimmen, wenn 

(19.)       du  =  f— r-£ — V- +-  •  Adx 

+   —r^ — \ 7 — - —  sin  y    «fy 

Lr(z  +  r)       yzi_x2y2  yJ 


IT     zVz*  — xW      *2  J 


gegeben  ist,  wobei 


e 


(20.)  r  =  VV2  +  y2  +  *2 

sein  soll. 

Auflösung.    Die  Untersuchung,  ob  die  rechte  Seite  von  Glei- 
chung (19.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  übergangen 

werden,  da  sich  ergeben  wird,  dass  G — ^-  von  x  unabhängig 

ist,  und  dass  H  —  -= -^  nur  noch  die  einzige  Veränderliche 

dr      x 
z  enthält.    Es  wird  nämlich,  da  r  =  -  ist, 

1         dx      r       ' 

(21.)       v  =  fFdx  =  /T— iL— y         +1.^1  ifr 

=  1  (*+?•)  —  aresin  (^r)  +  «*", 
IL>2.)  Ö*-_l 


dy       r(;r  +  r)       y^—aty« 
(23.)  G'  — ~  =  — siny, 

(24.)  w  =  /f  Gf  —  {f)dy  =  —  /sinyrfy  =  cosy. 

'26* 
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(M,}      dz  -r(z  +  r)  +  zyzi  _  xty%      z*     '      dz  ~    ' 

(26.)       ip(z)=(H—^1  —-^-\dz  =  —lcoszdz  =  —  smz+C, 

folglich  wird 

(27.)    m  =  l(r+r)  —  arcsin(^)  +  t^+cosy  —  sin-  +C. 


XIII.  Abschnitt. 

Theorie  der  gewöhnlichen  Differential- 
Gleichungen  erster  Ordnung. 

§  74. 

Begriff  und  Einteilung  der  Differential-Gleichungen. 

Jede  Gleichung,  in  der  mehrere  Veränderliche  und  ausser- 
dem noch  Differentiale  oder  Differential -Quotienten  beliebig  hoher 
Ordnung  enthalten  sind,  heisst  eine  Differential  Gleichung. 

Da  die  veränderlichen  Grössen  x,  y,  z . . .  selbst  endliche, 
die  Differentiale  aber  unendliche  kleine  Grössen  sind,  die  neben 
den  endlichen  Grössen  vernachlässigt  werden  dürfen,  so  müssen 
beide  Seiten  einer  Differential -Gleichung  homogene  Functionen 
der  Differentiale  sein,  d.h.  sie  dürfen  sich  gar  nicht  ändern, 
wenn  man 

dz,    dy,    dz,    ...  mit  t, 
d*x,  d*y,  dh,  ...  mit  t\ 


frx,  oPy,  rf%  .  .  .  mit  tn 

multiplicirt  und  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  eine 
passend  gewählte  Potenz  von  t  dividirt. 

Dies  gilt  auch  noch,  wenn  in  der  Differential-Gleichung 
partielle  Differentiale  und  Differential-Quotienten  auftreten. 

Man  unterscheidet  gewöhnliche  und  partielle  Differential- 
Gleichungen,  jenachdem  dieselben  Functionen  von  einer  einzigen 
oder  Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen  ent- 
halten. Hier  soll  nur  von  den  gewöhnlichen  Differential-Glei- 
chungen die  Rede  sein. 
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Man  theilt  die  gewöhnlichen  Differential-Gleichungen  in  ver- 
schiedene Ordnungen  ein  nach  der  Ordnung  des  höchsten  darin 
enthaltenen  Differentials,  bezw.  des  höchsten  Differential-Quotien- 
ten. Es  giebt  also  Differential  -  Gleichungen  erster  Ordnung, 
zweiter  Ordnung,  u.  s.  w.  allgemein  nUr  Ordnung.  Beschränkt 
man  sich  zunächst  auf  den  Fall,  wo  nur  zwei  Veränderliche  x 
und  y  mit  ihren  Differentialen  vorkommen,  so  sind  z.  B.  die 
Gleichungen 

(1.)  {3y*  +  7xi)dy+(12xy  —  8x*)dx  =  0, 

oder 

( 1  a.)  (3y2+  7x*)  j^+ 1 2xy  —  Sx1  =  0, 

w  'lA~(I)'=«. 

(*■)  ^+y  •/(*')  =  v(*) 

Differential-Gleichungen  erster  Ordnuny,  die  Gleichlingen 

*l  — -i-l.. 


(5.) 


(6.)       ^g^^y^ 

(70 


U3P-.fi® 


:)' 

sind  Differential-  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  und  die  Gleichung 

(8.)lM*)S+l5(*)£^+...  +  Ä-.W*+^*).jr«®(*) 

ist  eine  Differential' Gleichung  nUr  Ordnung,  und  zwar  heisst 
diese  Gleichung  eine  Differential-Gleichung  nier  Ordnung  und 
ersten  Grades  oder  eine  lineare  Differential-Gleichung  nUT  Ord- 
nung, weil  sie  in  Bezug  auf  die  Grössen 
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dy       d'ly          dny 
/? 

vom  ersten  Grade  ist. 


y'    dx'    dz*'       dz» 


§  75. 

Auflösbarkeit  der  Differential-Gleichungen. 
Integrations-Constanten. 

(Vergl.  die  Formel  Tabelle  Nr.  174—177.; 
Die  einfachste  Form  einer  gewöhnlichen  Differential-Gleichung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  z  und  y  tritt  bei  der  Ermittelung 
eines  jeden  Integrals  auf,  wo  die  Gleichung 

c.)  2-r« 

gegeben  und  die  Gleichung 

(2.)  y  =/(*)+ C 

so  zu  bestimmen  ist,  dass  Gleichung  (1.)  daraus  durch  Differen- 
tiation abgeleitet  werden  kann.    Man  nennt  dann 

(2a.)  y=ff(z)dz  =f(z)+C 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung 
und  erkennt,  dass  dabei  noch  eine  beliebig  zu  bestimmende 
Integratiom-Constante  auftritt. 

Will  man  das   angegebene   Verfahren   auf   eine   beliebige 
Differential-Gleichung  erster  Ordnung 

(3.)  <**D«0 

verallgemeinern,  so  heisst  auch  dabei  die  Function 

(*.)  y  =/(*)+<<' 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung, 
wenn  Gleichung  (3.)  durch  Einsetzen  dieses  Werthes  von  y  be- 
friedigt wird,  wenn  also 

(5.)  F[x,f(z)  +  C,    f(*)]  =  0 

wird,  was  auch  z  und  C  sein  mögen. 

Man  kann  sich  zunächst   durch   ein  graphisches  Verfahren 
davon  überzeugen,   dass  ein  solches  allgemeines  Integral  immer 
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existirt,  bei  welchem  man  zu  y  noch  eine  beliebige  Integrations- 
Constante  hinzufügen  kann. 

Bringt  man  nämlich  die  Gleichung  (3.)  auf  die  Form 


(6.) 


*  =  »(**)' 


und  beachtet  man,  dass  der  gesuchten  Gleichung 

(7.)  y=/(*) 

eine  Curve  in  der  XF-Ebene  entspricht,  so  erkennt  man  aus 
der  geometrischen  Deutung  des  Differential-Quotienten  (vergl. 
D.-R.,  Formel  Nr.  16  der  Tabelle),   nämlich  aus  der  Gleichung 


(8.) 


dy 


dass  Gleichung  (6.)  für  jeden  Werth   von  x  die  Richtung  der 
Fi* l28,  Curventangente  angiebt;  denn  « 

ist  in  Gleichung  (8.)  der  Winkel, 
_^  welchen    die   Tangente   mit  der 

■^f^T^a^TT^.  positiven    Richtung   der  -X-Axe 

bildet.  Ist  also  A  der  Anfangs- 
punkt der  Curve  (Fig.  128)  mit 
den  Coordinaten  a  und  b,  so  kann 
man  die  Tangente  im  Punkte  A 

ff       i     i     i     i — i x       construiren,   weil  man  aus  der 

Gleichung 
(9.)  tg«  =  y(a,  b) 

den  Winkel  a  berechnen  kann. 

Auf  dieser  Tangente  liegt  aber  noch  ein  unendlich  naher 
Curvenpunkt  Ax  mit  den  Coordinaten  au  bv    Auch  für  diesen 
Punkt  findet  man  aus  der  Gleichung 
(10.)  tg«,  =  <p(au  bt) 

die  Richtung  der  nächsten  Tangente  AXA2,  wobei  der  Punkt 
A2  dem  Punkte  Ax  unendlich  nahe  liegen  möge,  so  dass  auch  A, 
noch  ein  Punkt  der  Curve  ist.  Jetzt  findet  man  aus  der  Gleichung 
(11.)  tg«2  =  ^(o2,  b2) 

die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  A2.  Indem  man  so  weiter 
fortfährt,  findet  man  beliebig  viele  Punkte  und  Tangenten  der 
gesuchten  Curve. 
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Da  man  in  Wirklichkeit  die  Punkte  J,  Au  A^...  einander 
nicht  unendlich  nahe  legen  kann,  so  liefert  dieses  Verfahren  bei 
der  praktischen  Ausführung  zwar  nur  ein  angenähertes  Resultat;  in 
der  Vorstellung  ist  man  aber  dieser  Beschränkung  nicht  unter- 
worfen, so  dass  man  damit  bewiesen  hat,  dass  die  vorgelegte 
Differential- Gleichung  immer  ein  Integral  besitzt. 

Gleichzeitig  erkennt   man    aus  n*i». 

diesem  graphischen  Verfahren,  dass 
die  Differential-Gleichung  nicht  ein 
Integral,  sondern  unendlich  viele 
Integrale  besitzt.  Weil  nämlich 
Gleichung  (6.)  nur  die  Richtung 
der  Tangente  angiebt,  so  kann  man 
für  die  Abscisse  x  =  a  die  Ordinate 
y  =  b  noch  beliebig  wählen,  d.  h.  0L 
es  wird  nicht  eine  Curve  geben, 
welche  der  vorgelegten  Differential-Gleichung  genügt,  sondern 
unendlich  viele. 

Dieses  graphische  Verfahren  kann  man  auch  benutzen,  um 
die  auf  einander  folgenden  Werthe  b,  bu  b2, . . .  von  y  zu  be- 
rechnen, denn  aus  Gleichung  (6.)  findet  man  zunächst 

(12.)       -J-H-  =  tp  (a,  *),     oder     £,  =  b+{ax  —  a)tp\a,  b) 

c*j  — *  a 

und  ebenso 

(13.)  *2=*l+(«2-«lM*l,   *l), 

u.  s.  w.    Dabei  sind  allerdings  Ä15  b2, . . .  nur  Näherungswerthe, 
die   um  so  weniger  von   den  wahren  Werthen   abweichen,  je 


kleiner  man  die  Differenzen  a«  —  a. 


<h  —  «ii 


nimmt. 


Wesentlich  ist  dabei  die  Erkenntniss,  dass,  so  lange  die 
Function  tp  (x,  y)  für  die  betrachteten  Werthe  von  x  und  y  ein- 
deutig und  stetig  bleibt,  einer  stetigen  Aufeinanderfolge  der 
WTerthe  von  x  auch  eine  stetige  Aufeinanderfolge  der  zugehörigen 
Werthe  der  y  entspricht.  Macht  man  daher  die  Voraussetzung, 
dass  die  Differential-Gleichung  (6.)  ein  Integral  von  der  Form 

besitzt,    so  kann   man  diese  Integral -Function  f{x)  mit  Hülfe 
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des  TayZor'schen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von* — a 
entwickeln,  wobei  noch  der  Anfangswertli  a  ganz  beliebig  ist. 
Dies  giebt  (vergl.  D.-R.,  Formeln  Nr.  50  der  Tabelle) 


(15.)    f(x)=f{a)+^{x--a)+J-g>{x-ay+, 


+fin]a)(x-a)«+R. 

Bezeichnet  man  den  Werth  von  y,  welcher  dem  Anfangs- 
werthe  x  =  a  zugeordnet  ist,  mit  i,  so  muss  man  die  Integrations- 
Constante   C  in  Gleichung  (14.)  so  bestimmen,  dass 

b  =/(*)+ C 
wird;  dies  geschieht,  indem  man 
(16.)  G' =*-/(*), 

setzt,  wobei  der  Anfangswerth  b  noch  ganz  beliebig  ist.  Nur 
diejenigen  Werthe  von  a  und  b  sollen  ausgeschlossen  werden, 
für  welche  die  Function  <p  (r,  y)  unstetig  wird. 

Aus  Gleichung  (6.),  nämlich  aus  der  vorgelegten  Differential- 
Gleichung 

§  =  ?(*,  y) 

folgt,  dann  zunächst 

Hierbei  ist  mit  (  ~  j      der  Werth  von  -^  bezeichnet,  wel- 
\dx/x=n  dx 

chen  man  erhält,    wenn  man  x  =  a  und  y  =  b  setzt.    Ebenso 

möge 

de.)  /"M-©L 

d"y 

aus  j^  hervorgehen,   indem  man  x  =  u,   y  =  b  setzt.    Aus 

Gleichung  (6.)  folgt  dann  weiter  (vergl.  D.-R. ,  Formel  Nr.  87 
der  Tabelle) 

(19)         «£*  =      Wx-+   -~dj   "•Sr-y'  +  %'^' 

r20 ^  £> - ^üj.9  <?!?_ * 4. «V/W  .  % ^/ , 

k      ;  «iisr»  ~  <9**  "*"    <9.r  dy  «ür "*"  d,ß  \dx)  ~l~  <9y  dr> 
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Daraus  findet  man 

d.  h.  man  kann  sämmtliche  Coefficienten  auf  der  rechten  Seite 
von  Gleichung  (15.)  berechnen. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Rest  R  fdr  hinreichend 
grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird,  sollen  erst  an  einer 
späteren  Stelle  aufgesucht  werden,  erstens,  damit  die  vorliegende 
Untersuchung  nicht  unterbrochen  wird,  und  zweitens,  weil  die 
Herleitung  dieser  Bedingungen  für  den  Anfänger  möglicher  Weise 
noch  zu,schwer  ist.  Deshalb  möge  die  Untersuchung  der  Con- 
vergenz  in  einem  besonderen  Paragraphen  ausgeführt  werden, 
den  der  Anfänger  nötigenfalls  übergehen  kann,  ohne  das  Ver- 
ständniss  für  das  Folgende  zu  verlieren. 

Es  möge  hier  also  vorausgesetzt  werden,  dass  die  durch 
das  beschriebene  Verfahren  aufgefundene  unendliche  Reihe 

(22.)         /(*)  =/(«)+<W  (X  -  a)  +-CM  (,  _  «)i+. . . 

convergent  sei,  dann  kann  man  auch  beweisen,  dass 

(23.)  y=f(*)+c 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung  ist 

wobei  nach  Gleichung  (16.) 

C=b-f{a) 

sein  soll.  Setzt  man  nämlich  den  gefundenen  Werth  von  y  in' 
die  Function  ip  (x,  y)  ein  und  entwickelt  dieselbe  nach  steigenden 
Potenzen  von  .r —  a,  so  wird 

Wf(,,rt.rt.,,+(£L^+(£)j!=jtf+.... 

Andererseits  erhält  man  aus  Gleichung  (15.),  da  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  eine  Potenzreihe  ist,  die  man  ditferentiirt, 
indem  man  die  einzelnen  Glieder  differentiirt, 

(25.)  g=/(„)+y«(a)i=f+/'"(«)^fO!+  ... 

Nun  ist  aber  nach  den  Gleichungen  (17.)  und  (21.1 
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d.  h.  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (25.)  stimmt  Glied  für  Glied 
mit  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (24.)  überein,  folglich 
müssen  auch  die  linken  Seiten  einander  gleich  sein,  es  ist  also 

(260  g  =¥>(*>*)> 

was  zu  beweisen  war. 
Man  kann  also 

y=f(*)+c 

so  als  Function  von  x  bestimmen,  dass  einem  gegebenen  An- 
fangswerthe  x  =  a  ein  beliebiger  Anfangswerth  y  =  b  zugeordnet 
ist,  und  dass  diese  Function  der  vorgelegten  Differential-Gleichung 
genügt. 

Das  angegebene  Verfahren  kann  in  allen  Fällen,  wo  y  {x,  y) 
eine  eindeutige,  stetige  Function  ist,  angewendet  werden  und 
wird  meist  sehr  brauchbare  Resultate  liefern.  In  vielen  Fällen 
wird  es  aber  möglich  sein,  das  allgemeine  Integral  in  geschlossener 
Form,  d.  h.  ohne  Reihen-Entwicklung  durch  eine  Gleichung 
(27.)  ®(x,y,  G')  =  0 

darzustellen.  Aus  dieser  Gleichung,  welche  man  die  „Integral- 
Gleichung"  nennt,  kann  man  im  Allgemeinen  die  Integrations- 
Constante  C  so  bestimmen,  dass  fiir  x  =  a  die  abhängige  Ver- 
änderliche y  gleich  b  wird ;  man  braucht  ja  nur  die  Gleichung 
(28.)  0  (a,  b,  C)  =  0 

nach  C  aufzulösen.  Setzt  man  einen  der  gefundenen  Werthe 
von  C  in  die  Gleichung  (27.)  ein  und  entwickelt  wieder  y  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  so  muss  man  genau  dasselbe 
Resultat  wie  vorher  erhalten,  weil  in  beiden  Entwickelungen  das 
erste  Glied  gleich  b  wird,  und  weil  sich  die  Coefflcienten  der 
folgenden  Glieder  schon  aus  der  vorgelegten  Differential-Gleichung 

(29.)  iHrO^) 
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ergeben,  welche  aus  der  Integral-Gleichung  (27.)  durch  Differen- 
tiation hervorgeht.    Rechnet  man  nämlich  aus  Gleichung  (27.) 

die  Grössen  y  und  -j-  aus  und  setzt  dieselben  in  Gleichung  (29. ) 

ein,  so  muss  diese  Gleichung  identisch  befriedigt  werden,  sie 
muss  für  alle  Werthe  von  z  und  C  gelten.  Deshalb  kann  man 
auch  die  Differential-Gleichung  (29.)  aus  den  Gleichungen 

(30.)         ®(*f*c;)«o  und  g  +  ^|=o 

durch  Elimination  von  C  herleiten. 

Wie  man  also  auch  die  Integral -Gleichung  aufgefunden 
haben  mag,  man  erhält  in  allen  Fällen  dasselbe  allgemeine 
Integral,  so  lange  <p(z,  y)  für  die  betrachteten  Werthe  von  ./• 
und  y  eine  eindeutige,  stetige  Function  ist. 

Sollen  zwei  veränderliche  Grössen  y  und  z  als  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x  erklärt  werden ,   so  würde 

eine  Gleichung  zwischen  den  Grössen  z,  y,  *>-£/  T~  <*azu  n^c^ 

ausreichen.  Es  müssen  also  mindestens  zwei  solche  Gleichungen 
gegeben  sein,  die  man  „ein  System  simultaner  Differential- 
Gleichungen^  nennt,  weil  sie  gleichzeitig  gelten.  Der  Einfach- 
heit wegen  kann  man  sich  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

(3L)       ||  =  *(*.*  4  ^=*(*>  y.  *) 

gebracht  denken. 

Auch  hier  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die  geometrische 
Deutung  und  damit  die  Auflösbarkeit  dieser  Differential  -  Glei- 
chungen. Beachtet  man  nämlich,  dass  zwei  Gleichungen 
*\s»  y»  *)  =  0  luld  <*  (*>  Vi  z)  =  °  zwischen  *,  y,  z  im  All- 
gemeinen einer  Raumcurve  entsprechen,  und  dass  nach  D.-R., 
Formel  Nr.  142  der  Tabelle  die  Tangente  an  die  Raumcurve  im 
Punkte  P  die  Gleichungen 

(32.)  V>-y=d±{*-Xh       Z*-Z=£p-T) 
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hat,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen  (31.)  für  jeden  be- 
liebigen Punkt  der  Raumcurve  die  Richtung  der  Tangente  an- 
geben. Den  Anfangspunkt  A  mit  den  Coordinaten  a,  b,  c  kann 
man  noch  beliebig  annehmen  und  findet  dann  aus  den  Glei- 
chungen (32.)  die  Gleichungen 

(33.)  b{  —  b  =  (ö,  —  a)  <f> (a,  b,  c),  c,  —  c  =  (a,  —  ä)  ip  (a,  b,  c) 
die  Coordinaten  au  *,,  cx  eines  benachbarten  Punktes  Ax  auf 
dieser  Tangente,  wobei  man  noch  den  Werth  von  ax  so  nahe 
an  a  annehmen  darf,  wie  man  will,  damit  der  Punkt  Ax  auch 
noch  auf  der  Raumcurve  liegt.  Ebenso  findet  man  aus  den 
Gleichungen 

(34.)  b2  —  i,=(a2— at)(f{aubucx),  r2~ ci  =(%  — «O^iA^,) 
die  Coordinaten  eines  dritten  Curvenpunktes  A2  und  kann  in 
dieser  Weise  beliebig  fortfahren. 

In  Wirklichkeit  kami  man  auch  hier  die  Punkte  -4,  Au 
A2,  .  . .  einander  nicht  unendlich  nahe  legen  und  erhält  daher 
bei  der  praktischen  Ausführung  dieses  Verfahrens  nur  ein  an- 
genähertes Resultat;  in  der  Vorstellung  ist  man  aber  dieser  Be- 
schränkung nicht  unterworfen. 

Gleichzeitig  erkennt  man  aus  dieser  Betrachtung,  dass  die 
Anfangswerthe  b  und  c  von  y  und  z,  welche  dem  Anfangs  wert  he 
x  =  a  entsprechen,  noch  ganz  beliebig  sind,  so  dass  das  System 
simultaner  Differential-Gleichungen  noch  zweifach  unendlich  viele 
Lösungen  besitzt. 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch  aus  der  analytischen  Be- 
handlung der  Aufgabe.    Setzt  man  nämlich 
(35.)  ?=/(*)     «nd    z  —  g(x) 

und  bestimmt  diese  Functionen  durch  Hinzufügung  passend  ge- 
wählter Coustanten  so,  dass 
(36.)  /(«)  =  *     und    g(a)  =  c 

ist,  so  wird  nach  dem  Taylor  'sehen  Lehrsatze 

(37.;     y  =f(x)  =fia)+^f  (x-a)+f-%frx-aj>+ . . . 
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.38.)     z  =  g(*)  =  ff(a)  +  &g(z-a)  +  ^(z-a)*+... 

+  qjä(.—).+Älf 
und  man  erhält  nach  den  Gleichungen  (31.) 

(40)  (3^=  •(«)  =  *  («.*.«). 

Ferner  wird 

<«■>  S-2-Ä+ *£+&=-••«*  ** 

also 

(44.)  ^W^C&L.*^^  »,  ')• 

Ebenso  findet  man 

(46.)  ,/<»>(«)  =(^1)^  =  ^(n'1,(«,  *,  *)• 

Wenn  tp  (*,  y,  *),  V  ('*  y>  ~)  und  die  partiellen  Ab- 
leitungen dieser  Functionen  für  die  betrachteten  Wertke  von  x, 
y,  z  stetig  und  eindeutig  sind,  so  lässt  sich  wieder  durch  func- 
tionentheoretische  Untersuchungen  zeigen,  dass  die  Restglieder 
R  und  Rl  für  hinreichend  kleine  Werfte  von  \x  —  a\  mit  un- 
begrenzt wachsendem  n  verschwindend  klein  werden.  Dann  sind 
die  Gleichungen  (37.)  und  (38.)  die  allgemeinen  Integral- Glei- 
chungen der  gegebenen  Differential-Gleichungen,  denn  man  kann 
zeigen,  dass  die  gefundenen  Werfte  von  y  und  z  den  Glei- 
chungen (31.)  genügen,  wie  man  auch  die  Anfangswerthe  b  und 
c  wählen  mag.    Setzt  man  nämlich  die  gefundenen  Werfte  von 
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y  und  z  in  tp  (x,  y,  z)  und  ip  (x,  y,  z)  ein  und  entwickelt  diese 
Functionen  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  so  wird 

(47.)    <r(x,y,z)=<f(a,b,c)+<ti^}ix-.a) 

(48.)     tp  (x,  y,  z)  =  *  («,  b,  c)  +  »'fo*'c>  (x  -  «) 

+  *^^l(x-a?  +  .... 

Andererseits  findet  man  aus  den  Gleichungen  (37.)  und  (38.) 
durch  Differentiation 

,49.)   %  =/(a)  +qp  (x  - .)  +qp  (,—)»+..., 

(50.)       |  =,>)  +  ^(,-a)+^(,-a)i+.... 

Aus  den  Gleichungen  (43.)  bis  (46.)  erkennt  man  aber,  dass 
die  rechten  Seiten  von  Gleichung  (47.)  und  (49.),  desgleichen 
auch  von  Gleichung  (48.)  und  (50.)  Glied  für  Glied  mit  einander 
übereinstimmen,  folglich  sind  auch  die  linken  Seiten  einander 
gleich,  d.  h.  es  wird 

(5L)  £  =  <p ^  y'  z)%   Tx^^ ^' y' *)• 

Besonders  zu  beachten  ist  dabei  der  Umstand,  dass  man 
über  zwei  willkürliche  Integrations-Constante  verfügt,  indem  man 
die  Aniangswerthe  b  und  c  von  y  und  z  noch  beliebig  wählen 
darf,  was  man  auch  dadurch  zum  Ausdruck  bringen  kann,  dass 
man 

(52.)  //=/(*)+ C„     :  =  jW+ft 

setzt. 

Man  kann  dieses  Verfahren  ohne  Weiteres  auf  ein  System 
von  m  simultanen  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung  mit 
m  Functionen  y,,  y2,  . .  .  ym  der  einzigen  unabhängigen  Veränder- 
lichen x  übertragen. 
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Denkt  man  sich  nämlich  die  Gleichungen  auf  die  Form 


(53.) 


7k  =»»(*;  yi,y*---y«), 


gebracht,  so  kann  man  noch  die  dem  Anfangswerthe  z  =  a 
zugeordneten  Anfangswerthe  bx ,  b2,  . . .  bm  von  yx,  y2,  . . .  ym 
beliebig  annehmen  und  dann  diese  Functionen  yu  y2>  •  •  •  Vm  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  —  a  entwickeln.    Dies  giebt 

ym  =/„(*)  =fm{a)  +f^  (x-  °)+f-^  (*—)»+  •  • ., 
wobei  für  «  =  1,  2, . . .  m 

(55.)  /«(a)  =  K,    /.'(a)  =(^)x=  =  ?.(«;  *i.  *i,  •  •  •  *-)> 

w  /»>K^LK%Lr *•' (a;  *••  **  •  •  •  *«>> 

allgemein 

und  zwar  findet  man  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 
-Jrr  =  y«'  0;  yu  y2, . . .  y»)  aus  der  Gleichung 


^     *'      dx         dx       dyx   dx       dy2  dz  dym  dx 

wobei  man  noch   aus   den  Gleichungen  (53.)   die  Werthe  von 
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-r1  >    -r2' r^  einsetzen  muss.    Ebenso  findet  man  aus  Glei- 
ßte      dx          dx 

chung  (58.) 

(59-}  ^  =  ».n*;yi,y..  •••»-). 

indem  man  <pa  mit  y«fn_1)  vertauscht. 

Aus  dieser  Lösung  ergiebt  sich,  dass  man  bei  der  Integration 
noch  über  m  willkürliche  Integrations-Constanten  bu  bt1 . . .  bm 
verfugt. 

Gelingt  es,  das  System  simultaner  Differential-Gleichungen 
in  geschlossener  Form  zu  integriren,  so  ist  es  natürlich  nicht 
immer  nöthig,  dass  die  m  Integrations-Constanten  gerade  die 
Anfangswerthe  bu  b2l . . .  bm  von  yu  y2, . . .  ym  sind.  Die  Lösung 
kann  auch  durch  das  Gleichungssystem 

'  *\ (*;  yu  1/21  •  •  •  y«;  c\> ^  ...*„)  =  o, 
F2  (*;  Vu  y%, .  •  •  Vm\  cu  r2  . . .  cm)  =  o, 


(60.) 


Fm  (* ;  yi, y2>  •  •  •  y«;  *i>  ^  •  •  • f«)  =  ° 

gegeben  sein.  Ob  diese  Gleichungen  wirklich  ein  System  von 
Integral-Gleichungen  sind,  kann  man  ermitteln,  indem  man  aus 
den  m  Gleichungen  (60.)  und  aus  den  m  Gleichungen 

fei  .  rfjF;-o      ^-o      .rfÄ-o 

die  w  Grössen  ct,  c2, . . .  cm  eliminirt  und  dann  untersucht,  ob  das 
sich  daraus  ergebende  System  von  m  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen  (53.)  gleichbedeutend  ist.  Sollen  die  Gleichungen 
(60.)  das  System  der  allgemeinen  (oder  coUständigen)  Integral- 
Gleichungen  sein,  so  muss  es  möglich  sein,  die  Constanten  cy, 
r2,  ...4»  so  zu  bestimmen,  dass  yi,y2,  ...ym  für  #  =  a  die 
beliebig  vorgeschriebenen  Anfangswerthe  bu  J2, . . .  bm  annehmen. 

Auf  den  soeben  erläuterten  Fall  lässt  sich  auch  die  Inte- 
gration der  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung  zurück- 
führen.   Ist  z.  B.  die  Gleichung 

oder 
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.  dmy  /  du      d*u  dm~*y\ 

gegeben,  so  setze  man 

,„ .  x  dy  d%u       du*  dm~lu      dum_2 

Dadurch  kann  man  die  gegebene  Differential-Gleichung  auf 
die  Form 

(65')  "^r  =  9  ^;  * yu  v*  •  •  ■ y,w-1) 

bringen,  d.  h.  man  hat  die  Differential-Gleichung  mter  Ordnung 
durch  ein  System  von  m  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung 
ersetzt,  welche  durch  die  Gleichungen  (64.)  und  (65.)  gegeben 
sind. 

Bei  der  Lösung  kann  man  noch  dem  Anfangswerthe  x  =  a 
die  willkürlichen  Anfangswerthe  4,  4,,  42,  •  •  •  *m-i  von  y,  yu 
y^, . . .  y«-i  zuordnen. 

Daraus  ergiebt  sich  für  y  die  Reihen-Entwickelung 

(66.)    y  =/(*)  =/(«)  +£W(*  _  a)  +■££) (*_«)*+. . . , 

wobei 

(67.)  f(a)  =  4,    /'(a)  =  4„    f"(a)  =  42, . . ./<— "(a)  =  4m-, 
ganz   beliebige  Grössen  sind.    Die  höheren  Ableitungen   findet 
man  aus  den  Gleichungen 

/<*>(*)  =  y(a,  4,  4„...  4W_,), 
(68.)  /(w+,)(a)  =  ?>'  (a,  6,  4„ .  .  .  4..,), 


Die  hier  angedeutete  Methode  hat  den  Nachtheil,  dass  sie 
die  Integral-Gleichungen  nicht  in  endlicher,  geschlossener  Form 
liefert,  aber  sie  giebt  den  Nachweis,  dass  bei  der  Integration 
einer  Differential-Gleichung  mter  Ordnung  m  beliebige  Integrations- 
Constanten  auftreten. 

Die  Anzahl  der  Fälle,  wo  man  die  Integral-Gleichungen  in 
endlicher,  geschlossener  Form  auffindet,  ist  verhältnissmässig 
klein;  in  den  meisten  Fällen  führt  die  Integration  der  Differen- 

27* 
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tial-Gleichungen  durch  unendliche  Reihen  auf  bisher  unbekannte 
Functionen. 

In  den  späteren  Paragraphen  sollen  nur  einige  Aufgaben 
hervorgehoben  werden,  bei  denen  die  Lösung  in  endlicher  Form 
möglich  ist. 

Zunächst  aber  soll  noch  die  Untersuchung  nachgeholt  wer- 
den, unter  welchen  Bedingungen  die  Integration  der  Differential- 
Gleichung 

durch  eine  convergente  Reihe  von  der  Form 

V  =/{*)  =  /(«)  +  ^  (*  -  a)  +f-^  (x  -  a)*+  . .  . 

möglich  ist.  Da  aber  die  dazu  erforderlichen  Beweise  etwas 
schwierig  sind,  so  darf  der  Anfänger,  wie  schon  oben  bemerkt 
worden  ist,  den  folgenden  Paragraphen  ohne  Nachtheil  ftir  das 
Verständniss  der  späteren  Paragraphen  übergehen. 


§  76. 

Untersuchung  der  Convergenz-Bedingungen. 

Die  Integration  eines   vollständigen  Differentials  von   zwei 
unabhängigen  Veränderlichen 
(1.)  du  =  M(z,  y)dx+N(x,  y)dy 

kann  noch  in  einer  etwas  anderen  Form  ausgeführt  werden,  als 
es  in  §  70  geschehen  ist.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  a  und 
b  diejenigen  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  u  gleich  Null  wird, 
so-  erhält  man  aus  Gleichung  (1.) 

X 

(2.)  u  =/M(x,  y)  dx  +  V  (y), 

a 

wobei  <p  (y)  noch  eine  passend  zu  bestimmende  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  y  ist. 

Zur   Ermittelung   dieser  Function   beachte   man   zunächst, 
dass 
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BM(x,y)  _dN(r,y) 

w  ^     — er~ 

sein  muss,  damit  rfw  ein  vollständiges  Differential  ist.  Deshalb 
findet  man,  indem  man  die  Gleichung  (2.)  partiell  nach  y  differen- 
tiirt  und  dabei  auf  der  rechten  Seite  die  Differentiation  unter 
dem  Integralzeichen  ausführt, 

W  Ty=j—dydz  +  (f{y) 


=fdN^äx+,'(y), 


oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 
oder 


™y  =  N{x,y)  =  [N(x,yj\+<p'{y) 


(5.)  </>'(y)  =  *(«,y),   y(y)=A(«,y)*y. 

b 


Dies  giebt 
(6.)  u  =/M  (*,  y)  dx  +/JV  (a,  y)  rfy. 

a  6 

Ebenso  findet  mau 
(7.)  u  =/N  (x,  y)  dy  +/M  (r,  b)  dx. 

b  a 

Indem  man  die  beiden  für  u  gefundenen  Werthe  einander 
gleichsetzt,  erhält  man 

(8.)   f[M(x,y)-M{x,  b)} dx  =J[N  (<r,  y)  -  N(a,  y)]dy. 

a  b 

Diese  Gleichung  gilt  für  zwei  beliebige  Functionen  M  (x,  y) 
und  X  (x,  y),  welche  der  einzigen  durch  die  Gleichung  (3.)  auf- 
gestellten Bedingung  unterworfen  sind. 
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Jetzt  seif(z)  eine  Function,  welche  für  die  betrachteten 
Werthe  der  complexen  Veränderlichen 
(9.)  z  =  x  +  y% '.=  r  (cos  t+i sint)  =  r  .  e"*) 

eindeutig  und  stetig  sein  und  eine  bestimmte,  stetige  Ableitung 
f'(z)  besitzen  möge;  dann  wird 
(10.)  dz  =  t*dr  +  ir .  4*dt, 

(11.)  f{z)  dz  =  M (;•,  /)rfr+A'(r,  *)<//, 

wobei 

(12.)  M(r,t)=f(r.e«).e», 

(13.)  Ar(r,  0  =/(r.  eP) .  ir.  *". 

Zunächst  erkennt  man,  dass  die  rechte  Seite  von  Gleichung 
(11.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  denn  es  wird 

(14.J  -fr  =  ^  =  &  [f(r.  «*)+r .  #f*  (r.  *% 

Setzt  man  die  Werthe  von  M  und  N  aus  den  Gleichungen 
(12.)  und  (13.)  in  die  Gleichung  (8.)  ein,  indem  man  x  mit  r 
und  y  mit  t  vertauscht,  so  erhält  man 


t 


(15.)      f[M(r,  t)-M(r,  b)]dr  =f[X{r,  t)-N(a,  t)]dt. 

a  b 

Da  die  Grenzen  a  und  r,  b  und  t  noch  ganz  beliebig  sind, 
so  setze  man 

a  =  0,     ä  =  0,     *=2/r,     also     **' =  *°  =  1,     ^  =  ^»  =  1, 
während  r  vorläufig   noch   einen   beliebigen  Werth  haben  soll. 
Da/(z)  für  die  betrachteten  Werthe  von  z  nach  Voraussetzung 
eindeutig  und  stelig  ist,  so  wird  nach  Gleichung  (12.) 
(16.)  M(r,  t)  -M(r,  h)  =f(r) -f{r)  =  0, 

und  nach  Gleichung  (13.) 

(17.)  N(r,  t)  —N(a,  t)  =  ir.  e«  .f(r.  e«), 

folglich  geht  Gleichung  (15.)  über  in 


*)  Das  Argument  ist  hier  mit  t  und  nicht,  wie  gewöhnlich,  mit  <j 
bezeichnet,  damit  der  Buchstabe  tp  in  dem  Folgenden  noch  als  Functions- 
zelchen  verwendet  werden  kann. 
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fN(r,  t)dt  =  i/r.  ^f(r.  •«)  Ä  =  0, 
o  o 

oder 

2*  ?n 

(18.)  /r  .  e */ (r .  ««)  *  =  /*/(*)  dt  =  0, 

0  0 

wo  bei  der  Integration  r  einen  constanten  Werth  hat.    Für 
erhält  man  daher 

2* 


y         ^  —  a 


oder 

2ä  2ä 

ü  o 

Nun  wird,  wenn  |a|<|2|  ist,  nach  dem  binomischen  Lehr- 
satze 

also 

In  In  In 

0  ü  0 

2* 


folglich  geht  Gleichung  (20.)  über  in 

0 

oder 
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Diese  wichtige  Formel  rührt  von  Cauchy  her  und  kann  noch 
in  folgender  Weise  verallgemeinert  werden.  Differentiirt  man 
beide  Seiten  der  Gleichung  (24.)  nach  a,  so  erhält  man,  indem 
man  auf  der  rechten  Seite  die  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen ausfuhrt,  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

In 
Wa\-     l      fzF{z)dt 


In 

r    W~     2n   J(z-ay 


allgemein 

Der  absolute  Betrag  von  z  bleibt  bei  der  Integration  con- 
stant  und  möge  deshalb  mit  R  bezeichnet  werden,  so  dass 
z  =  R.e?'  wird.  Dadurch  geht  Gleichung  (25.)  für  a  =  0 
über  in 

In 

(26.)  i*">(0)  =  -^--Je-^FiR  .  •")  dt. 

0 

Wenn  man  schliesslich  noch 

F(z)  =  (p(a  +  z) 
setzt,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Formel 

2n 

(27.)         VW(a)  =  2n    RmJ  e~mii<P  (a  +R  .  «")  dt. 
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Da  man  ein  bestimmtes  Integral  als  Summe  von  unendlich 
vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  auffassen  kann,  und  da  der 
absolute  Betrag  einer  Summe  (gleich  oder)  kleiner  ist  als  die 
Summe  der  absoluten  Beträge  (vgl.  D.-R.,  §  134),  so  erhält  man 
aus  Gleichung  (27.)  die  folgende  Ungleichung 

|^(a)|S^^/|V--|.|V(a+fi.^)l^ 

27T  .  Km  o 

oder,  da  \e~mti\  =  1  ist, 

(28.)  |<r(a)|S  -Jül—ßfp  («+fi .  e«)\dt. 

Bezeichnet  man  nun  mit  G  den  grössten  Werth  des  abso- 
luten Betrages  von  y>  (#),  wenn  r  in  x  =  a+r.eu  alle  Werthe 
von  0  bis  R  und  t  alle  Werthe  von  0  bis  2n  durchläuft,   so 
ist  auch 
(29.)  |9(a+Ä.a*)|SG, 

und   die  Ungleichung   (28.)   wird   noch   verstärkt,    wenn  man 
\fp(a+R.^)\  mit  G  vertauscht;  folglich  findet  man 

In 

m\G 


l*W'Si£W./"«-3 


Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  1.  Ist  <p(x)  eine  eindeutige  Function  der  complexen 
Veränderlichen  x  =  a+r.e*',  welche  mit  ihrer  ersten  Ableitung 
stetig  ist,  so  lange  r^R  bleibt,  und  ist  G  der  grösste  Werth 
des  absoluten  Betrages  von  (p(x),  tvenn  r  alle  Werthe  von  0  bis 
R  und  t  alle  Werthe  von  0  bis  2tv  durchläuft,  so  ist 

x  i       /  v  i. m\G 

(30.)  ly^lS-^. 

Diesen  Satz  kann  man  sogleich  auf  Functionen  von  zwei 
oder  mehr  Veränderlichen  übertragen.  Aus  Gleichung  (27.)  folgt, 
wenn  man  y  zunächst  als  Constante  und  q>  (x,  y)  als  Function 
der  einzigen  Veränderlichen  x  betrachtet, 
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o 
wobei  <p  (x,  y)  als  Function  von  x  denselben  Bedingungen  unter- 
worfen ist  wie  vorher  <p(x).  Differentiirt  man  beide  Seiten  dieser 
Gleichung  «-mal  partiell  nach  y,  so  geschieht  das  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  wieder,  indem  man  unter  dem  Integralzeichen 
differentiirt.    Dadurch  erhält  man 

d"+y q,  y)  __      m!       /"      d*y(a+R.*f  y)  , 

^'}        da>»dy»      -27r.R"Je  dy» 

o 

Nun  ist  aber  wieder  nach  Gleichung  (27.),  wenn  man  x  mit 
y,  a  mit  i,  t  mit  u,  m  mit  n  und  R  mit  S  vertauscht, 

0 

wobei  man  voraussetzt,  dass  die  Function  q>  (x,  y)  auch  in  Bezug 
auf  y  mit  ihrer  ersten  Ableitung  eindeutig  und  stetig  ist,  und 
wo  y  gleich  b+S.eui  gesetzt  ist.  Für  y  gleich  b  geht  daher 
Gleichung  (32.)  über  in 

K      }  d«mÖb»       ~~ 

In  In 

0*   0 

Ist  G  der  grösste  Werth  des  absoluten  Betrages  von  y  (x,  y), 
wenn  r  =  |  x  |  alle  Werthe  von  0  bis  Ä,  s  =  |  y  |  alle  Werthe 
von  0  bis  £,  *  und  u  alle  Werthe  von  0  bis  2n  durchlaufen, 
und  wendet  man  jetzt  wieder  den  Satz  an,   dass   der  absolute 

*)  Hierbei  ist  der  Werth  von  -JlJ^J)  ftlr  x  —  a  der  Kürze  wegen  mit 

— ^a>_yj  bezeichnet.    In  ähnlicher  Weise  möge  in  dem  Folgenden  der 

Werth    von    ^"   "y  fogj    fur    x  —  a,    y  —  6   der    Kurze    wegen    mit 

— r — f*L    '  '  bezeichnet  werden. 
öamÖ6n 
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Betrag  einer  Summe  (gleich  oder)  kleiner  ist  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge,  so  findet  man  aus  der  Gleichung  (34.)  die 
Ungleichung 

'In  In 

dm+H<p(a,  b) 


damdbn 


=  T^W^Jß  y  KCl+  R ' '"' ö+s-  eUi)\dtdu> 


ü     u 
In  In 

m\  n\ 


>ffi 


oder 
(35.) 


6  o 


(?'"+«<?  (q,  b) 
damdbn 


Gdtdu, 


m\n\G 


—  Rm.Sn 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  2.     Ist    (p  (x,  y)    eine    eindeutige  Function    der    beiden 
complexen  Veränderlichen 

x  =  a-\-r.  e*1,     y  =  b+s  .  eui, 

uw  (x    t/) 

welche  mit    den  beiden   ersten  partiellen  Ableitungen         ~        > 

^\  '  ^'  stetig  ist,  so  lange  r^R,  s^S  bleibt,  und  ist  G  dei- 

grösste  Werth  des  absoluten  Betrages  von  <p  (x,  y) ,  wenn  r  alle 
Werthe  von  0  bis  R,  s  alle  Werthe  von  0  bis  S,  t  und  u  alle 
Werthe  von  0  bis  2n  durchlaufen,  so  ist  der  absolute  Betrag 
dm+n(p  (r,  v)  jr..  iL   77  •  7     ™!w!G 

— fl'x  V  fur  x  =  a>  y  =  *  kfaner  <**$ 


von 


dx"dy»     J~   "-">  *-"«"""•   ™    BmmS* 


Diesem  Satze  kann  man  noch  eine  andere  Fassung  geben. 
Es  sei 

(36.)  <o(*,y)  =  -  ° 


0-^)0-^) 


dann  wird 


,o7\    dM+n0 (g,  y) m\n\G 


also  für  x  =  a,  y  =  J 
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dm+n4>(a,  b)       m\n\G 
^8,)  damdbH      ~"    BmS*    ' 

folglich  geht  Ungleichung  (35.)  über  in 

d»+»<p(a,b)        \d~+*0(a,b) 
(öy,;  da»db»  ,'      dardb» 

Nun  lässt  sich  die  Differential-Gleichung 

sehr  leicht  integriren,  wenn  man  Gleichung  (40.)  anf  die  Form 

^  V-S)dy=^       x-a 

R 
bringt  und  beide  Seiten  der  Gleichung  integrirt.    Beachtet  man 
dabei  noch,  dass  y  =  b  sein  soll  für  x  =  a,  so  findet  man 

(42,    „^-^^o.R.^-'-^y 

oder 


y  —  b  =  S  ±^  S*+2G  .B .  S  .l(l  —  ^g-^Y 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  für  x  =  a 
y  —  b  =  S±S, 
folglich  muss  das  untere  Zeichen  gelten;  es  ist  also 

(43.)  y  =  Ä+  S—  fS*+  2G.R.S.l(l  —  ^?\=  F(x). 
Diese  Function  ist  eindeutig  und  stetig,  so  lange 

denn  die  Quadratwurzel  wechselt  nur  dann  ihr  Vorzeichen,  wenn 
der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  verschwindet,  wenn  also 

K1-^)  gleich-2GCli  wird;  md  anch  1(1-^-") 

ist  in  diesem  Falle  eindeutig  bestimmt,  weil  er  für  x  =r  u  ver- 
schwinden soll.    Setzt  man 
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(45.)  R\l  —  e~TQT^)=g 

und  beschränkt  x  auf  solche  Werthe,  für  welche 

(46.)  \x—a\<g 

ist,  so  wird  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  absolute  Betrag  einer 

Differenz  (gleich  oder)  grösser  ist  als  die  Differenz  der  absoluten 

Beträge, 


(47.) 


^l_l£^l>l_J  =  .-iÄE. 


Nun  ist  der  absolute  Betrag  des  Logarithmus  einer  com- 
plexen  Grösse  r.  ev*  (gleich  oder)  grösser  als  der  Logarithmus 
des  absoluten  Betrages  dieser  Grösse,  denn  es  ist  allgemein 

folglich  ist  auch 

S 


<i8->  K'-tt)!*' 


2G.R 


R 

Wenn  also  die  Ungleichung  (46.)  gilt,  so  gilt  erst  recht  die 
Ungleichung  (44.).  Dann  wird  aber  y  =  F(x)  eine  eindeutige, 
stetige  Function,  die  man  mit  Hülfe  des  Tayfor'sches  Lehrsatzes 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  entwickeln  kann;  und  zwar 
findet  man  die  Coefficienten  der  Reihe 

aus  Gleichung  (40.).    Es  ist  nämlich 
lF'(a)  =  0(a,b)=G, 
(dO>      d<D  dy 


(50.) 


W     \dx       dy  dx)x=a,  „=&  ' 
W/flW[ö!»  ,  «&<*>  ^Md^)_/dy\'d0  dy\ 
w~Lftr*        dxdy  dx~*~  dy*  \dx)  +  dy   <fe2l=«  y=h 


Die   Bildung   dieser  Ausdrücke   wird   dadurch   erleichtert, 
dass  nach  Gleichung  (38.) 

fdm+"®\  _m\n\G 


o 
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i 

ist.  Gleichzeitig  erkennt  man  hieraus,  dass  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  <Z>  (x,  y)  für  x  =  a,  y  =  b  sämmtlich  reell  und 
positiv  sind.  Deshalb  sind  auch  die  Grössen  Ft(a),F4\d),F'"(a)f... 
sämmtlich  reell  und  positiv. 

Bezeichnet  man  mit  A  den  grössten  Werth  des  absoluten 
Betrages  von  y,  wenn  in 

x  =  a+r.e*' 
r  alle  Werthe   von  0  bis  g  und  t  alle  Werthe   von   0  bis  2n 
durchläuft,  so  wird  nach  Ungleichung  (30.) 

(51.)  l*«>(a)S-^, 

folglich  ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (49.) 
concergent,  da  die  einzelnen  Glieder  derselben  (gleich  oder) 
kleiner  sind  als  die  Glieder  der  geometrischen  Progression 


(52.)      A  + + -; + -j +...-— r~ 


x  +  a 


Vergleicht  man   nun  mit  der  soeben  gelösten  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung  die  allgemeinere 

(53.)  %=9(*>y), 

so  ergiebt  sich  Folgendes.    Es  sei  wieder  <p  (x,  y)  eine  eindeutige 
Function  der  beiden  complexen  Veränderlichen 
x  =  a+r.  eti,      y  =  b+s .  £"', 
welche  den  in  Satz  2  angegebenen  Bedingungen  genügen  möge, 
dann  kann  man  jetzt  beweisen,  dass  die  schon  in  Gleichung  (22.) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  aufgestellte  Reihe 

<a4.)y  =  i+Ä^-,)+ÄV_o),+£aL)(l_a),+... 

convergent  ist  für  alle  Werthe  von  x,  bei  denen  der  absolute 
Betrag  von  x  —  a  kleiner  als  g  ist. 

Nach  Ungleichung  (39.)  war  nämlich 

j  dm+n<r(a,  b)  \       dm+n0(a,b) 

I      da»db»     |—     damdb»     ' 
folglich  wird  auch  der  absolute  Betrag  von 
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(gleich  oder)  kleiner  als 


"w-(£?L, 


wie  ans  der  mehrfach  erwähnten  Bildung  der  Grössen /'(«), 
/"(«),  /'"(«),  ...  und  F  (a),  F\a\  F"\a\  . . .  hervorgeht.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von 
Gleichung  (54.)  convergent  ist,  war  aber  schon  in  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen  nachgewiesen  worden,  dass  die  Gleichung 
(54.)  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential -Glei- 
chung ist. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  3.  Wenn  <y  (x,  y)  eine  eindeutige  Function  der  beiden 
complexen   Veränderlichen 

x  =  a+r.  e'\  y  =  b+s  .  eui 
ist  und  mit  ihren  beiden  ersten  partiellen  Ableitungen     ^\  '  y>> 

— '  jL  *  *■   stetig  bleibt ,  so  lange   r^JR,  s  5S  S  bleibt,  so  extstirt 

eine  (analytische)  Function  y  =f(x),  welche  eindeutig  und  stetig 
bleibt,  so  lange  der  absolute  Betrag  von  x  —  a  kleiner  als  eine 
bestimmte  reelle,  positive  Grösse  g  bleibt,  für  x  =  a  den  Werth 
b  annimmt  und  der  Differential- Gleichung 

g  p?  tüg  f. 

Die  Grösse  g  ist  dabei  durch  die  Gleichung  (45.)  erklärt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Existenz  allgemeiner 
Integral-Gleichungen  nachweisen,  wenn  ein  System  von  m  simul- 
tanen Differential-Gleichungen  erster  Ordnung,  also  m  Gleichungen 

zwischen  x,  yu  y2, . . .  yffJ,   ^  -jj±,  •  •  •  -J^-  gegeben  sind. 

Auf  diesen  Fall  lässt  sich  dann  auch,  wie  schon  angedeutet 
wurde,  die  Integration  der  Differential-Gleichungen  höherer  Ord- 
nung zurückführen. 
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§77. 

Trennung  der  Variabein. 

(Vergl  dio  Formel-Tabelle  Nr.  178.) 
Ist  die  Differential-Gleichung  erster  Ordnung 

(i.)  F(-yd£)=o 

gegeben,  so  löse  man  sie  in  Bezug  auf  -^-  auf,  d.  k.  man  bringe 
sie  auf  die  Form 

oder 

(2  a.)  M  0,  y)  dx+  N  (x,  y)  dy  =  0. 

Ist  nun  hierbei  M(x,  y)  eine  Function  X  der  einzigen  Ver- 
änderlichen z  und  N(x,y)  eine  Function  der  einzigen  Ver- 
änderlichen y,  ist  also 

(3.)  Jf(*,y)  =  X,     N(x,y)=Y, 

so  kann  man  sofort  das  allgemeine  Integral 
(4.)  fXdx+/Ydy=C 

bilden.  Hat  die  Differential -Gleichung  diese  Form  noch  nicht, 
so  wird  man  sie  auf  diese  Form  zu  bringen  suchen.  Das  Ver- 
fahren, welches  man  dabei  ausführt,  nennt  man  „Integration 
durch  Trennung  der  Variabeln".  Ist  z.  B.  die  Differential-Glei- 
chung 

(5.)  Xt  Y,  dx+X2  Y2dy  =  0 

gegeben,  wo  Xx  und  X2  Functionen  der  einzigen  Veränderlichen 
x,  Yx  und  F2  Functionen  der  einzigen  Veränderlichen  y  sind, 
so  dividirt  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (5.)  durch  X2YX 
und  erhält 


(6.) 

?kdx  +  ^.dy  =  Q 

also 

(7.) 

fX±dz+fZLdy: 
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Da  ein  Integral  von  der  Form  jXdx  als  der  Flächeninhalt 

einer  ebenen  Figur  betrachtet  werden  kann,  (deren  Begrenzung 
in  Formel  Nr.  4  der  Tabelle  angegeben  ist),  so  nennt  man  hier, 
wo  von  der  Integration  !der  Differential -Gleichungen  die  Rede 
ist,  die  Ermittelung  eines  solchen  Integrals  eine  „Quadratur". 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(8.)  ydx  —  zdy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (8.) 
durch  — xy  dividirt,  erhält  man 

dy      dx 
(9. .  -* =  0, 


/f-y-f-,,-^.*, 


(10.)  y  =  Cx. 

Die  Integrations-Constante  ist  in  diesem  Falle  mit  1(7  be- 
zeichnet worden,  damit  der  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Numeri  erleichtert  wird. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(11.)  (*2  —  a2)  dy  —  ydx  =  0 

integriren. 

Auflösung.  Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (11.) 
durch  {x2 — a2)y  dividirt,  erhält  man 

,  ^  x  du         dx 

112.)  -* 5 r,  =  0, 

'  y       x2 — al 

also  nach  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 

^/f-M-.=->»->(iü)="'. 

U3.)  yta-C^^-* 

v       '  y  a  +  a 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

Stegemarin  -  Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  28 
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(14.)  x2dy+(y  —  a)dx  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (14.) 
durch  x<l{y  —  d)  dividirt,  erhält  man 

(IM  -^-+^=0, 

v      '  y  —  a       x1         ' 

f_dy_    fdr  _a)_l_ 

J  y  —  a  J  x*  *  x 

\{y-a)  =  \C+l-  =  \C+\(y~e\ 

(16.)  y-a  =  C.-f^. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(17.)  rydx  —  (a+x)(b+y)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (17.) 
durch  y(a+x)  dividirt,  erhält  man 

(18.)  ^_(*±^=(x_    •   U-(i  +  iU  =  0, 

v      J  a  +  x  y  \        a  +  x/  \       y/  * 

oder 

(19.)  x  —  y  =  C+ 1  [(«+*)« .  yh]. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(20.)  x*ydx  +  ydx  +  xy2dy  —  xdy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Man  kann  die  vorgelegte  Differential-Gleichung 
zunächst  auf  die  Form 

(x*+l)ydx+x(y*— \)dy  =  0 
bringen  und  dann  durch  xy  dividiren.    Dadurch  erhält  man 

x  y 


f("+l)«*+f(y-l)<»=c, 


oder 
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(22.)  £+!*+£_  !,,  =  <?. 

Aufgabe  6.  Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(23.)  (1  +  X*)  dy  —YT^dx  =  0 
integriren. 

Auflösung.  Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (23.) 

durch  (l+ar2)Vl— y2  dividirt,  erhält  man 

~,  x  du  dx 

also 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(26.)  xdy  —  ydx  =  dy\\  +  x*+dxYl  +  y2 

integriren. 

Auflösung.    Man  bringt  die  Differential-Gleichung  zunächst 
auf  die  Form 


(27.)  (x  —  yi+T2)  dy  —  (y  +  |/T+y2)  dx  =  0 

und  dividirt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  (x — Yl+x2) 

(y+VTTy2);  d^s  giebt 

^„  »  dy  dx  ^ 

l28.)  / ,  ==  0, 

y+VT+y*     *— VT+72 
oder  

(29.)  (Vi  +  y2  —  y)cry+(l/r+^+^^  =  0? 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  82  der  Tabelle 

|ynv+|i(y+^r+?)-|2 

oder  

(30.)  *2 — y*+xyT+7l+  yVT+y*      

+ i[(x+yr+^)  (y  +yi+p)] = c. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(31.)  sinarsinydy  =  cosscosycfe 

integriren. 
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Auflösung.    Indem  man  Gleichung  (31.)   durch  —  sinscosy 
dividirt,  erhält  man 

(82.)  cos*cfe_  sin yrfy 

v     '  sin*  cosy 

also  durch  Integration 

l(sin:r)  +  l(cosy)  =  lÜ, 

odei 

(33.)  sin*  cosy  =  C. 

Aufgabe  9.    Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 
Subtangente  eine  constante  Länge  a  hat. 

der 
Auflösung.    Da  die  Subtangente  einer  Curve  St  =  y  j-  ist, 

so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

d.r 

(34.)  y^  =  «> 

(35.)  <fc=^ 

v    '  y 

(36.)  x  —  #0  =  aly, 

oder 

(37.)  y  =  e~. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie. 

Aufgabe  10.    Man  soll   alle  Curven  bestimmen,   bei  denen 
die  Subtangente  w-mal  so  gross  ist  wie  die  zugehörige  Abscisse. 

Auflösung.    Für  die  gesuchten  Curven  wird 

(38.)  '%=**> 

(39.)  *«=&, 

x  y 

(40.)  \x  +  1  (2p)  =  »ly, 

wobei  man  die  Integrations-Constante  mit  \{2p)  bezeichnet  hat. 

Dies  giebt 

(4L)  y»  =  2/w, 

also  die  Gleichung  der  zerallgemeinerten  Parabel. 
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Für  w  =  2  stellt  die  Gleichung  die  gewöhnliche  Parabel  dar, 
für  welche  die  Subtangente  doppelt  so  gross  ist  wie  die  Ab- 
scisse. 

Aufgabe  11.  Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 
Polar-Subnormale  eine  constante  Länge  a  hat. 

dr 
Auflösung.    Die  Polar-Subnormale  ist  Sn  =  ^->  folglich  wird 

für  die  gesuchten  Curven 

dr 
(42.)  —  =  «,  oder  dr  =  a.  d<p, 

(43.)  r  =  a(<f  —  y0). 

Die  gesuchten  Curven  sind  also  Archimedische  Spiralen. 

Aufgabe  12.    Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 

Polar-Subtangente  eine  constante  Länge  a  hat. 

v^dw 
Auflösung.    Die  Polar-Subtangente  ist  St  =—7^1  folglich 

wird  für  die  gesuchten  Curven 

(44.)  ^  =  a'    oder    ^  =  7TJ 

(45.)  <p  —  y0  =  —  ->  oder  r  (y  —  y0)  =  —  a. 

Die  gesuchten  Curven  sind  also  hyperbolische  Spiralen. 

Aufgabe  13.  Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  welche  mit 
der  X-Äxe,  vom  Nullpunkte  an  gerechnet,  und  mit  der  Ordi- 
nate QP  ein  Flächenstück  OQP  begrenzen,  dessen  Inhalt  der 
»*•  Theil  des  Rechtecks  xy  ist. 

Auflösung.  Da  das  von  der  Curve  begrenzte  Flächenstück 
den  Inhalt 

X 

(46.)  -F=/  ydx 

o 

hat,  so  erhält  man  für  die  gesuchten  Curven  die  Gleichung 

X 

(47.)  xy  =  nj  ydx,    oder  xdy  +  ydx  =  nydx, 

o 
xdy  =  (n  —  l)ydx, 

(48.)  4  =  (»_!)*, 

K  y  x 
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ly  =  (n  —  1)  1*+1  V  =  l(Cr»-1), 
(49.)  y  =  Cz»~\ 

Die  gesuchten  Curven  sind  wieder  verallgemeinerte  Parabeln. 

Aufgabe  14.    Man  soll  eine  Curve  bestimmen,   deren  Tan- 
gente die  constante  Länge  a  hat. 

ds 
Auflösung.    Die  Tangente  einer  Curve  ist  r=  y  —  >  folglich 

erhält  man 

ds 

(so.)       y-d-  =  a'  oder  y'K^+ty)  =  «W, 


(51.)  ±rf,  =  >^EErfy  =  -^^--Ä=. 

y  yval  —  y2     V«2  —  y1 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integrirt,  findet 
man  nach  den  Formeln  Nr.  78  und  25  der  Tabelle 


(52.)  ±  (,-,0)=V^?-al(a+^2-^). 

Die  Curve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  wird  „  Trar- 
trix  von  Huyghens"  genannt. 

Aufgabe  15.  Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Flächeninhalt  eines  jeden  Sectors  zu  der  Differenz  der 
Quadrate  der  den  Sector  begrenzenden  Leitstrahlen  propor- 
tional ist. 

Auflösung.  Nennt  man  die  begrenzenden  Leitstrahlen  rx 
und  r  und  die  zugehörigen  Argumente  ?>,  und  </>,  so  wird  nach 
Formel  Nr.  92  der  Tabelle  der  Flächeninhalt  des  Sectors 

(53.)  S=\fr*d<r, 

Vi 

so  dass  für  die  gesuchten  Curven  die  Gleichung 
(54.)  n(r*-rS)  =  ±fr>dy 

Vi 

gilt.    Betrachtet  man  dabei  r  und  tp  als  veränderlich,  während 
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t\  und  4rt.  constant   sind,   so   folgt   aus  Gleichung  (54.)   durch 
Differentiation 


(55.) 

\nrdr  =  r2d(f, 

(56.) 

4» —  =  da, 
r 

<r  —  <ro  =  *nir, 

(57.) 

y-yo 
r'w  =  ev-v«,      r  =  e  4H  , 

oder,  wenn  man 

(58.) 

JL  =  «,     ,-«v.=  c 

setzt, 

(59.) 

»•  =  C*.e"v. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  logarithmischen  Spirale. 

§  78. 

Integration  der  Gleichungen  von  der  Form  je -/(!)• 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Kr.  179.) 
In  den  meisten  Fällen  wird  die  Trennung  der  Variabein  bei 

der  Differential-Gleichung 

(1.)  M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)dy=0 

durch  einfache  Multiplication  oder  Division  nicht  möglich  sein. 

Mitunter  wird  aber   die  Differential -Gleichung  durch  passende 

Substitution  so  umgeformt  werden  können,  dass  dann  die  Trennung 

der  Variabein  durchfuhrbar  ist. 

Sind  z.B.   M(x,y)  und  N(x,y)  beide  homogene  Functionen 

mttn  Grades,  wird  also 

(2.)       M(tx,ty)  =  f*.M(x,y\     N  (tx,  ty)  =  t<»  .  N  (x,  y), 

so  kann  man  die  Trennung  der  Variabein  in  folgender  Weise 

ermöglichen. 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  findet  man  für  t  =  - 
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Dividirt  man  also  Gleichung  (1.)  durch  am  und  bezeichnet 


v    mit  /  ( ^-Y  so  erhält  man 

(4.)  J/(l,  Qrf*  +  A'(l,  f)  rfy  =  0  , 

oder 

Setzt  man  jetzt 
(6.)  -  =  z ,  also  y  =  xz , 

so  wird 

(7.)  </y  =  sflfo  +  a-öb  , 

und  Gleichung  (5.)  geht  über  in 

(8.)  z  +  z£=f(z), 

oder 

.    v  dz  dx  . 

(9°  7(^7  =T' 

die  Trennung  der  Variabeln  ist  also  durchgeführt. 

Man  hätte  natürlich  auch  mit  demselben  Rechte  x  =  yz 
setzen  können  und  dadurch  eine  Differential-Gleichung  zwischen 
y  und  z  erhalten,  bei  der  sich  die  Trennung  der  Variabeln  ohne 
Weiteres  ausführen  lässt. 

Beispiele. 

In  den  folgenden  Aufgaben  ist  das  angegebene  Verfahren 
ohne  Weiteres  anwendbar,  weil  M(x}y)  und  N(z,y)  jedes  Mal 
homogene  Functionen  gleich  hohen  Grades  sind. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
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(10.)  (x  +  y)dx  +  xdy  =  0 

integrum 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
(x  +  xz)  dx  +  x  (zdx  +  xdz)  =  0  , 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(11.)  (1  +  2z)  dx  +  xdz  =  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
,.~s  dx  .      dz 

und  durch  Integration 

2l*  +  l(l  +  2z)  =  lC, 
also 

(13.)  x*  (1  +  2z)  =  C,    oder  x  (x  +  2y)  =  C. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(14.)  (x  +  y)  cfe  +  (y  —  *)  rfy  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =  rc  setzt,  findet  man 
(x  +  a-z)  dx  +  (ra  —  :r)  (zdx  +  xdz)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(15.)  (1  +  z*)  dx  +  (z  —  1)  xdz  =  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
(16)  ^  +  (£ZZJ^L  =  0 

und  durch  Integration 

lx+\\  (1+*2)  —  arctgr  =  1(7, 
oder 

<"•>        >(^F)=-<> 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(18.)  xdy  —  ydx  =  dx^x*  +  y2 

integriren. 
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Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 

x(zdx + xdz) — xzdx  ==  x2dz  =  dx\xl  +  x*z'2 , 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt, 
(19.)  ?dz  =  dx]/l  +  ~-, 

also  durch  Trennung  der  Variabein 

dz  dx 

und  durch  Integration 

1(2+1/1~+72)  =  1*  +  1C, 

z+yr+7>=cx, 

y  +  yx2+yi  =  ßr2,  oder   Vx*+y*  =  Cr*— y. 
Dies  giebt 

a-'i  +  y*  =  c  V  —  2Gr*y  +  y-\ 
oder 
(21.)  1+  2C'y—  W=0. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(22.)  (2z3—  13byr)dx  +  8lxy*dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
(2x*—135x*z*)dx+81x*z*(xdz  +  ~d>)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x*  dividirt, 

(2  —  135z»)  dx  +  8\z\xdz  +  zdx)  =  0, 
(23.)  (2  —    54:»)  «fe  +  8lz^xdz  =  0. 

Durch  Trennung  der  Yariabeln  erhält  man  daher 
,      x  2dx       81z*dz 

<2*->  —  =  27^=1 

und  durch  Integration 

1(**)  =  1(27**— 1)  — IC, 
also 

(25.)  GYa;2  =  27^—1,  oder  Cxh=  21y*—z\ 
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tlx         \  xj 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(26.)  (Sy+  10z)dx+(by+7x)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  erhält  man 
(Stz  +  lQx)dx+{bxz+lx)(zdz+zdx)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(27.)  (5z*+15z+10)dr+(5z+7)xdz  —  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
.  hdx  (5z+7)dz__         2dz  Sdz 

(280  x    -      z*+$z+2  ""       z+1      z  +  2 

und  durch  Integration 

51*  =  IC—  21(^  +  1)  —  31  (z  +  2), 


(29.)      x*(z+l)*(z+2y  =  C,    oder    (x+y)*(2z+yy  =  C. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(30.)  (a^W+y*—  cx)dz+(byz^+y*—cy)  dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  erhält  man 
(aVx*+xW— cx)dx+  {bYx*  +  x*z*  —  cxz)  (xdz+zdx)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(31.)  [{a+bz)Yl  +  z*  —  c(l+z*)]dx  +  x(bVl  +  z*  —  cz)dz  =  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 

'  *  yi  +  zH.U  +  ÖZ  —  cVl  +  Z*) 

oder 

(32a.)  *  +  l       Vi  +  *) 

*        a+bz—r.Yl  +  z* 

Da  in   dem  zweiten  Gliede  der  Zähler  gerade   das  Diffe- 
rential des  Nenners  ist,  so  erhält  man  durch  Integration 


\x+ 1  (a+ bz  —  cVl  +  *2)  =  1 C, 
also 
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x  (a+bz  —  *}/l  +  s*)  =  C, 

oder  

(33.)  <is  +  by  —  c]/x2+  y2  =  C. 

Weit   leichter  wird  die  Lösung  dieser  Aufgabe  durch  die 
Substitution 

(34.)  2"2+y2  =  r2,     xdx+ydy  =  rdr, 

denn  dadurch  geht  Gleichung  (30.)  über  in 
ardx  +  brdy  —  crdr  =  0, 
oder 

(35.)  adx  +  bdy  —  cdr  =  0, 

woraus  man  wieder  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (33.) 

ax  +  by  —  er  =  C 
findet. 

Aufgabe  7.    Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 

Summe  der  Abscisse  x  und  des  Radiusvector  r  gleich  der  Sub- 

tangente  ist. 

dx 
Auflösung.    Die  Subtangente  einer  Curve  ist  bekanntlich  y-p 

folglich  gilt  fllr  die  gesuchten  Curven  die  Differential-Gleichung 


oder 


dx 

yTy  =  x+r> 


(36.)  ydx  =  (x  +  Yx*+  y2)  dy. 

Hier  wird  man  zweckmässiger  Weise  x  =  yz  setzen,   wo- 
durch Gleichung  (36.)  übergeht  in 

y  (ydz+zdy)  =  (yz+YyW  +  y*)dy, 
oder,  wenn  man  durch  y  dividirt  und  ordnet, 
(37.)  ydz=]/T+7*dy. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 

(38.)  _^_  =  ^ 

und  durch  Integration 

l(*+Vl+lr"5)  =  ly  — 1/», 
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wobei  die  Integrations-Cönstante  mit  \p  bezeichnet  ist.    Daraus 

folgt  

(39.)         p(z+Yl+z*)  =  y,    oder    p(z+YZ*+$*)  =  y2, 

pVx2  +  y*=  yl—px, 

pixi  +  p2y2  —  yA  _  2pry*+pW, 

(40.)  y1  =  2/*r  +  p2. 

Die  gesuchten  Curven  sind  also  Parabeln,  deren  Brenn- 
punkt zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gewählt  ist.  Dabei 
wird 

(41.)  r  =  z+p,     St  —  x+r  =  2x+p. 


§  79. 

Einige  weitere  Fälle,  in  denen  man  die  Trennung 
der  Variabein  ausführen  kann. 

Mitunter  kann  man   die  Functionen  M(x,y)  und  N(x,y) 
in  der  Differential-Gleichung 
(1.)  M  (*,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0, 

auch  wenn  sie  nicht  homogen  sind,  durch  eine  Parallelverschiebung 
der  Coordinaten,  also  indem  man 
(2.)  *  =  *'  +  ?,    y  =  y'  +  n 

setzt  und  die  Constanten  £  und  y  passend  wählt,  homogen  machen. 
Wie  dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(3.)  2  (x  —  2y  —  b)  dx  +  (bx  —  y  —  7)  dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  der 
Gleichung  (2.)  in  die  Gleichung  (3.)  einsetzt,  erhält  man 
(4.)     2(x'— 2y'+S  —  2q—  5)<fc'+(5s'-y'+5?— fj— 7)dy'=0. 

Damit  die  Factoren  von  dx'  und  dy0  in  dieser  Gleichung 
homogene  Functionen  ersten  Grades  von  x*  und  y'  werden,  muss 
man  £  und  y  so  bestimmen,  dass 
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(5.)  ?  —  27  —  5  =  0  und  5?  —  fj  —  7  =  0 

wird.    Dies  giebt 

(6.)  5  =  1,    n  =  -2. 

also 

(7.)  *  =  *'  +  l,    y  =  y'  —  2. 

Dadurch  geht  Gleichung  (4.)  über  in 
(8.)  2  (z*  —  2y')  dz'  +  (5z'  —  y')  dy*  =  0. 

Indem  man  y*  =  s'*  setzt,  erhält  man 

2  (*'  —  2z'z)  dz'  +  (bz4  —  z'z)  (z'dz  +  zdz')  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x*  dividirt  und  ordnet, 
(9.)  (2  +  z  —  z2)  dz'+  (5  —  *)  s'tfs  =  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
dz1  _  (  —  z+b)dz    __  2dz     ,        dz 


z'  z*  —  z  —  2  z  +  1     '     z  —  2 

und  durch  Integration 

ls<  =  _  21  (z  +  1)  +1  (*  —  2)  +  IC, 
oder 

*-(r+l)»=C(s-2), 

(11.)  (y'+*Oa=C(y'  — 2*0- 

Daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 
<12.)  (*  +  y  +  i)2=  C(y  —  2*  +  4). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  ganz  allgemein  die  Differential- 
Gleichuilg 

(13.)  (az  +  by  +  c)  dz+  (axz  +  bxy+cx)  dy  =  0 

integriren.    Setzt  man  nämlich  wieder 
(14.)  *  =  *'  +  £,     y  =  y'  +  jy, 

so  geht  Gleichung  (13.)  über  in 

Jetzt  kann  man  die  Constanten  g  und  ?  so  bestimmen,  dass 
(16.)  a^+bfj+c  =  0  und  a,|+Ä|  j+r,  =  0 

wird,  indem  man 
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(17.)  g  =bel—blc  ^  cas—cxa 

aby — axb  abx — axb 

setzt.     Dadurch   weiden   in  Gleichung  (15.)  die  Factoren  von 
dz*  und  dy\t  nämlich 
(18.)      M  (*',  y')  =  az'  +  by*  und  N(z',  y<)  =  ax  z'+bx  y', 

homogene  Functionen,  und  die  Differential-Gleichung  erhält  die 

Gestalt 

(19.)  (o*<+A/)<fc'+(at*'+jy)  dyl  =  0, 

so  dass  man    sofort  das  im   vorhergehenden  Paragraphen  an- 
gebene Verfahren  anwenden  kann. 

Bei   dieser   Umformung  ist   allerdings   stillschweigend   die 
Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  die  Determinante  abx — axb 
von  Null  verschieden  ist.    Ist 
(20.)  abA  —  axb  =  0,  oder  a  :  ax  =  b  :  bx  =  m, 

so  wird 
(21.)  az+by  =  m  (axz+bxy). 

Das  weist  darauf  hin,  dass  man  hier 
(22.)  a,ar+Ä,y  =  2,  also  axdz+bxdy  =  dz 

setzt;    dann    geht   die    gegebene    Differential -Gleichung    (13.) 
über  in 

(mz+c)  dz+(z+cx)  dy  =  0, 
oder 

bx  (mz+c)  dz+(z+cx)  (dz  —  axdz)  =  0, 
[(bxm  —  ax)  z+(bxc  —  axcx)]  dx+(z+cx) dz  =  0, 
(z+cx)dz 


(23.)  dz  = 


{bxm  —  ux)z+{bxc  —  axCi) 


Beispiel. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(24.)  (x  —  2y + 9)  dz  —  (3*  —  6y  + 19)  rfy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist  also 
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z  =  —  Sx+ßy,    m  = — £,    bxm  —  a,  =1,    Ä,c — «i^i  = — 3, 
folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

(25.)  dx  = — i £- -   =  — <fe  +  16- rj 

Z ö  z  — —  o 


*  =  —  *+16l(;r  — 3)+2C, 
oder 
(26.)  x  —  3y+8l  (6y  —  3*  —  3)+Cr  =  0. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  ab{ — axb  von  Null   ver- 
schieden ist,  kann  man  die  Differential-Gleichung 

(ax+by+c)  dx+(axx+bAy-\-cx)  dy  =  0 
auch  dadurch  integriren,  dass  man 

(27.)  Mix,  y)  =  ax+by+c  =  u,     N(x,  y)  =  axx+bxy+cx  =  v 
setzt  und  die  Grössen  u  und  c  zu  Integration- Veränderlichen 
macht;  dann  wird 

(28.)  du  =  adx+bdy,     dv  =r  axdx+bxdy , 

also 

(29.)  /  ^  _  öl^  dz  =  *lrftt  ~  **' 

|  (abx  —  axb)dy  =  —  axdu+adx>% 

Deshalb  geht  die  vorgelegte  Differential-Gleichung  über  in 
u  (bxdu  —  bdc)  +  c  ( —  axdu-\-adv)  =  0, 
oder 
(30.)  (J,w  —  ii, t>)  </«+(—  äw+öü)  tft?  =  0. 

In   dieser   Gleichung  sind    die  Factoren   von  da   und  de 
homogene  Functionen  ersten  Grades  von  u  und  c. 

Beispiel. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(31.)  (3y  —  7s+7)  dx+{7y  —  3*+ 3)  dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Hier  setze  man 
(32.)  3y  —  7*+ 7  =  u,     ly  —  3z+3  =  e, 

dann  wird 
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3dy  —  Idx  =  du,     Idy  —  3dx  =  dv, 
(33.)  40<fc  =  —  7du+ 3do,     40tfy  =  —  3du+  7dv, 

folglich  geht  Gleichung  (31.)  über  in 

u(—  7du+3dc)+c  (—3du+7dc)  =  0, 
oder 

(34.)  (7u+3c)  du+(—  3u—7c)dv  =  0. 

Für  v  =  uz  erhält  man  hier  aus 

(7u+3uz)  du  +(—  3u  —7uz)  {udz+zdu)  =  0, 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  u  dividirt  und  ordnet, 
(35.)  7  (1  —  :*)  du  =  (3+7 z)  udz, 

(oa^  7du_(3+7z)dz  (    b_  2_  \ 

(37.)  7l«+5l(r— l)+2l(r+l)  =  lCr, 

oder 

(38.)  u*{z  —  l)*(~  +  l)2  =  C. 

Dies  giebt 

(i?-ii)5(^+«)2=Crl 
oder 

4S(^+y_  1)5  .  ich*  —  y—  i;2=c;  . 

(39.)  (x+y  -  1)*  (*  —  y  —  1)2  =  (^  , 

wobei 

(40.)  C  =  4*  .  102  .  C, 

gesetzt  worden  ist. 


§  80. 

Lineare  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  180.) 
Die   Differential -Gleichungen    erster   Ordnung    kann    man 

weiter   eintheilen  nach  dem  Grade,   den   sie  in  Bezug  auf  -f 

und  y  haben.  Demnach  versteht  man  unter  einer  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung  und  ersten  Grades  eine  Gleichung 
von  der  Form 

Stegemann- Kiepert,  Integral-Rechnung.  29 
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(i.)  ä+y  •/(*)■  =  »(*), 

wobei  f(x)  und  <f*(z)  noch  beliebige  stetige  Functionen  von  z 
sind.    Gewöhnlich  nennt  man  eine  solche  Gleichung  „eine  lineare 
Differential- Gleichung  erster  Ordnung",  und  kann  zu  ihrer  Inte- 
gration die  folgenden  Methoden  anwenden. 
1.  Methode  von   Bernoulli.    Man  setze 

/~  x  i        dy  dz  ,      du 

(2.)  y  =  «*,    also    Tx=uTz+zTx, 

dann  geht  Gleichung  .(1.)  über  in 

Von  den  beiden  Functionen  u  und  z  kann  man  die  eine 
noch  ganz  beliebig  annehmen;  deshalb  werde  u  so  bestimmt, 
dass  in  Gleichung  (3.)  der  Factor  von  z  verschwindet,  dass  also 

(4.)  g+«./(*)  =  0 

wird.    Dies  giebt 

(5.)  ^  =  -f{x)dX} 

also  durch  Integration 

(6.)  lt<  =  — Jf(z)dr,    oder    u  =  e  ^ 

Durch  diese  Bestimmung  von  u  reducirt  sich  Gleichung  (3.) 
auf 

^7')  u  IT  ~  V  ^    °^er   *  ==  ^^ "  '  ^ 

folglich  wird 

(8.)  z-MsyS^dt  +  G, 

also 

(9.)  9  =  „  =  e-f'im*[M*)  .  /'^.A+c} 

Beispiele. 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
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w  £-.-¥i -<■+•>• 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  wz  setzt,  findet  man  aus  Glei- 
chung (10.) 

«»•>        •£+•(*-.-?!)-<•+')■• 

Damit  der  Factor  von  z  in  dieser  Gleichung  verschwindet, 
bestimmt  man  u  so,  dass 

,„  ^  x                   cfo         2w  ,         du        2dx 

(12.)  -, — -  =o,    oder    —  = 


dz     x  +  1        '  u      x  +  1 

wird.    Dies  giebt 

(13.)  1«  =  21(^  +  1),    oder    u  =  (x+l)\ 

Für  diesen  Werth  von  u  reducirt  sich  Gleichung  (11.)  auf 

(U.)  u^  =  (x+l)\    oder    dz  =  (x+l)dr. 

Hieraus  findet  man  durch  Integration 

(15.)  2z  =  (z  +  l)*  +  C, 

( 16.)  2y  =  2uz  =  (x  + 1)4  +  C  (x  + 1)2. 

Da  es  bei  der  Bestimmung  von  u  nur  darauf  ankommt,  dass 
in  Gleichung  (3.)  der  Factor  von  z  verschwindet,  so  braucht  man 
in  Gleichung  (6.)  keine  Integrations-Constante  hinzuzufügen. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(17.)  %—»  =  " 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  uz  setzt,  findet  man  aus  Glei- 
chung (17.) 
/,« \  dz  ,     /du  \ 

Damit  der  Factor  von  z  in  dieser  Gleichung  verschwindet, 
bestimmt  man  u  so,  dass 

(19.)  -/-  —  au  =  0,     oder    —  =  adr: 

y  dx  -  u 

wird.    Dies  giebt 

29* 
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(20.)  1«  =  <w,    oder    «  =  e?x. 

Für  diesen  Werth  von  u  reducirt  sich  Gleichung  (18.)  auf 

(21.)  u  -^-  =  z4,    oder    dz  =  e~ax .  ^ir. 

Aus  dieser  Gleichung  erhalt  man  durch  partielle  Integration 

(22.)     z  =  —  — 5  •  *-fl*(a4z4+4asa:3+  12a2*2+24ttr-f-24)+  (7, 

folglich  wird 

(23.)        a5  (Ce^—y)  =  a4a:4+4a^3+12a2^2+24air+24. 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

v~ *;  <fe    y i  +  xi       yr^rp 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  uz  setzt,  erhält  man  der  Reihe 
nach  die  folgenden  Gleichungen 

(25.)  «v  +  2h 7=1—  a  — /  » 

=  0, 


rfx    yi  +  xi     '   w    yr+72 

(26.)  lu  =  \(a:+Yl+z*),     u  =  z  +  Yl  +  z2. 

Deshalb  geht  Gleichung  (25.)  über  in 

dz        z  +  Vl  +  zL       .       &  a 

u  —  =  a  — ^i —  ?    oder   -=-  =    . 

dx  yi—z*  dx      j/T=~ 

also 

x  t  adz  .  ~ 

(27.)  dz  =  i     z  =  a .  arcsins  +  C, 

yi  —  z* 


(28.)  y=zuz  =  (.r+f/l  +  *2)  (a .  arcsin*  +  C). 

2.  Methode  von  Lagrange  {Variation  der  Comtanten). 
Man  ersetze  zunächst  die  Differential-Gleichung 

(29.)  ^  + ?■/(*)=»(*) 

durch  die  Gleichung 
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(30.)  |+y./(*)  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  y  und-^  homogen  ist,  und  bei  der  ohne  Weiteres 

die  Trennung  der  Variabein  ausgeführt  werden  kann.    Dadurch 
erhält  man 

(3i.)  <k  =  -f{x)dx 

und  durch  Integration 

(32.)  \y  =  —ff{x)dx+\c, 

oder 

(33.)  y  =  c.eJ 

Versucht  man  jetzt,  ob  die  Gleichung  (33.)  auch  ein  Integral 
der  Gleichung  (29.)  ist,  so  erkennt  man,  dass  dies  nur  möglich 
ist,  wenn  man  c  nicht  als  eine  Constante,  sondern  als  eine 
Function  von  x  betrachtet.  Aus  Gleichung  (33.)  oder  (32.)  findet 
man  sodann  durch  Differentiation 

oder 

folglich  wird  nach  Gleichung  (29.)  und  (33.) 

(3o.)  Tx=(f{-X)-6  , 

oder 

(36.)  c  =rftp  (x)  .  efi w  ** .  dx  +  0, 

also  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (9.) 

(37.)  y  =  e~fnz)  dz  [f<p  (:r)  .  •/■*"*  .  dx  +  ü\. 
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Beispiele. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(38.)  £+ay=b.em' 

integriren. 

Auflösung.    Integrirt  man  zunächst  die  lineare,  homogene 
Differential-Gleichung 

(39.)  ä+ay==°' 

so  findet  man  durch  Trennung  der  Variabein 

(40.)  —  =  —  adx,     also    \y  =  —  ax  +  lc, 

(41.)  y=c.e-a  *. 

Wenn  man  hierbei  c  als  eine  Function  von  x  betrachtet,  so 
ergiebt  sich  durch  Differentiation 

1_  dy lrfc 

y  dx  c  dx 


oder 

(42.) 

dy               y  de 

dx       y  ~~  7  dx  * 

Dies 

giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (38.)  und 

L^  =  b.e»^    oder    *-«*  ^  =  Ä .  *'"*, 
c  dx                                        dx 

(41.) 

also 

(43.) 

~  =  b.e  ■•  +  «)*, 
dx 

(44.) 

c  =  b  /•<•+ »>■  .  dx  =      ?      [*<«+'">*  +  C'l, 

(45.) 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(46.) 

integriren 
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Auflösung.     Durch   Integration    der    linearen,    homogenen 
Differential-Gleichung 

(47.)  #  =  -■*.  oder^  =  -^ 

v      J  ax  x  y  x 

erhält  man 

(48.)  \y  =  \c  —  \x,    oder    xy  =  c. 

Betrachtet  man  jetzt  c  als  veränderlich,  so  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung  durch  Differentiation 

v      J        y  ax       c  ax      x  ax    x        c  ax      x  ax 

Deshalb  geht  Gleichung  (46.)  über  in 

(50.)  —  —  =  a,     also     de  =  axdx, 

folglich  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (48.) 
(51.)  2c  =  ax*+  C,     also     2xy  =  as2+  (7. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(52.)  (i-^g+jy^a 

integriren. 

Auflösung.    Durch  Integration  der  linearen,  homogenen  Dif- 
ferential-Gleichung 

(53.)        (l-*>)<|+*y  =  0,    Oder    2^=-J^ 

erhält  man 

(54.)  I(y2)  =  i(i_ x*)+lc,    oder    y2=  c(l— z2). 

Betrachtet  man  jetzt  c  als  veränderlich,  so  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung  durch  Differentiation 

2  dy       —2x       1  de 

y  dx~  1 — #2       c  dx  ' 
oder 

(55.)  (i-^g+^d-^JL*. 

Deshalb  geht  Gleichung  (52.)  über  in 
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(56.)  (l_^)X.*ÄS; 

dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (54.) 

/B„  N  (1  —  z2)Vl—  .r2     de  .  -i.        .  0-3 

(57.)- y= T~a'    oder    c  T*==(l— .r2)    *.  2a<fr, 

also  für  x  =  sin* 

2Vc-=  2a|(l-**f  *<fe  =  2a/^7  =  2atg*+2<?, 

(58.)  yr=  , fl*    +C. 

Deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (54.) 
(59.)  y  =  ax  +  C^l—x\ 

3.   Methode  des  integrir enden  Factors. 
Man  multiplicire  die  Differential-Gleichung 

(eo.)  |  +  y#)  =  ?W 

mit  dem  Factor  xp  (x)  dx,  man  bilde  also 

(61.)  yj  (x)dy+xp  (x)  [y  ./(*)  -  q>  (x)]dx  =  0 

und  bestimme  die  Function  ip(x)  so,   dass  die  linke  Seite  von 

Gleichung  (61.)  ein  vollständiges  Differential  wird,  d.  h.  so,  dass 

die  Bedingung 

,62  n  dM(x,  y)  _  dN(x,y) 

K     'J  dy  dx 

erfüllt  wird,  wobei  in  dem  vorliegenden  Falle 

(63.)     M(x,y)  =  ifj(x)[y.f(x)-<f(x)],     X  (x,  y)  =  if>  (x) 

ist.    Dies  giebt  also  die  Gleichung 

(64.)       v(z).f(z)  =  V'(?),     oder     ^ dx  =/(*)  dx, 

(65.)  lty(*)]=/fC0<fe>    oder    tp(x)=  e/Ax]dx  . 

Deshalb  geht  Gleichung  (61.)  über  in 

(66.)     du  =  ef/[x] dx  .  [yf.  (x)  —  g>(z)]  dx+ef/lx)dx  .  dy  =  0, 
folglich  wird  nach  dem  in  §  70  angegebenen  Verfahren 
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(67.)  u  =/N  (x,y)dy+v  =  y.  eff(x)dx  +  v, 

wobei  v  nur  noch  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x 
ist.    Dabei  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (66.) 

du  f/(x)dx  dv  f/(*)dx 

fa  =  'J-e  f^+di  Ä  e  fr  •/(*)  — ?(*)]. 

also 


(68 


N    du  ff(x)dx  f  fj(x)dx 

()^-  =  — «r7  .?(*),      c  =  —J<p(z).e'  .dx; 


man  findet  daher  in  Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (9.) 

und  (37.) 

(69.)  u  =  y  .  efJ(x)dx  —ftp  (x) .  ef/{x)dx  .dx  =  C, 

oder 

(70.)  y  =  e-f/(x)d*  \f<p{x)  .  efn*)dx  .  dx  +  c].      . 

Beispiele. 

Aufgabe  7.  Man  soll  die  Differential-Gleichung 

,71  v  dy        y     __  aretgy 

K      ]  4x^1  + z*~  l+x* 
integriren. 

Auflösung.  Durch  Multiplication  mit  tp  (x)  dx  geht  Gleichung 
(71.)  über  in 

(72.)  *  (,)(_lp_^§)&+ V  («)*  =  0. 

Damit  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  vollständiges 
Differential  wird,  muss 

(73.)  JfcÖL  =  m    oder  £$&==* 

1  +  xl       ^  K  n  \p{x)  1  +  X2 

sein.    Daraus  folgt,  wenn  man  aretgs  mit  t  bezeichnet, 
(74.)  ltVfc)]  =  aretgs  =  t,    oder  ip  (x)  =  et. 

Gleichung  (72.)  geht  daher  über  in 

dx 

(75.)  du  =  e<(y  -  t)  T~¥^dy  =  0, 

1  -f-  X* 

oder 
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(75a.)  du  =  <t(y  —  f)  dt+Jdy  =  0. 

Dies  giebt  durch  Integration 
(76.)  u  =  y.e*+v=C7 

wobei  v  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  t  ist, 

also 

(77.)  dv  =  —t.Jdt,     v  =  —  <t(i— 1), 

(78.)  u  =  y  .  eß  —  e*  (i—  1)  =  C, 

(79.)  y  =  t— l  +  C\<r-<  =  arctg*  —  l  +  C*-1»**«*. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

racn  dy  i      *y     -     sin* 

integriren. 

Auflösung.    In  dem  man  Gleichung  (80.)  mit  \f>{x)dx  multi- 
plicirt,  erhält  man 

(SD  *  «t+3-  j^)&+*«*  =  °- 

Damit   die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  vollständiges 
Differential  ist,  muss 

/M>  x\p{x)  ..  N        ,         \p*{x)dx  xdx 

v      J  1+  x1       ^  ^  y  (/;  (x)  1  +  #2 

sein.    Daraus  folgt 


(83.)        l[i/>0r)]=±l(l  +  :r2),     oder     ^(*)  =Vl  +  z2. 
Gleichung  (81.)  geht  daher  über  in 

(84.)       du  =  f  ,  *y      —  sin*")  d*  +  Vi  +  x* .  rfy  =  0. 

Dies  giebt  durch  Integration 
(85.)  u  =  yVl  +  «2+ *  =  C, 

wobei  0  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist,   also 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (84.) 

/™  \  du  xy  .  xy        t  dv 

(86.)  —  =  -—2—  —  Sina;=    .     y      +-/-> 
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(87.)  dv  =  —  sin  xdx,    v  =  cos*, 

(88.)  u  =  yYl  +  *2  +  COS  x  =  C. 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(89.)  -^— ytg*  =  2cos2* 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  Gleichung  (89.)  mit  \p{x)dx  multi- 
plicirt,  erhält  man 
(90.)  1/;  (*)  (—  y  tg*  —  2 COS2*) dx+  xfJ (x)  dy  =  0. 

Damit  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  vollständiges 
Integral  ist,  muss 

/«•  x            ./w           .i/\       *       W'(x)dx     — wixdx 
(91.)      —  ip (x) tg*  =  ip' (*),    oder    y ; '     = 

sein.    Daraus  folgt 

(92.)  l[i/>(*)]  =  l(C0S*),     oder     \p(x)  =  cos*. 

Gleichung  (90.)  geht  daher  über  in 
(93.)  du  ==  —  (ysin*+2C0S3*)d*+C0S*  .  rfy  =  0. 

Dies  giebt  durch  Integration 
(94.)  w  =  ycos*+t?  =  C, 

wobei  c  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist,   also 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (93.) 

(95.)         ^-  = — ysin*  —  2cos3*  =  —  ysin*  +  y-> 

(96.)         dv  =  —  2  cos3*rf*  =  —  2(1  —  sin2*)  cos*rf*, 

o  =  —  2  (sin*  —  £sin3*), 
(97.)  3«  =  3ycos*  — 6sin*+2sin3*  =  3C,. 


§  81. 

Gleichung  von  Bernoulli. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  181.) 
In  manchen  Fällen  lässt  sich  eine  Differential-Gleichung  erster 
Ordnung,  welche  nicht  linear  ist,   durch  eine  passend  gewählte 
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Substitution  zu  einer  linearen  machen.  Es  sei  z.  B.  nach  Ber- 
noulh 

(i)  v%  +  *+x-f(*)  =  ?-<ri?h 

wobei  p  und  q  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder 
gebrochene  Zahlen  sind.  Setzt  man  dann  q — />  =  ».  so  kann 
man  die  Gleichung  auf  die  Form 

(2.)    %  +y  ./[*)  =  y  •  ?(*),    oder  1 1  +-^ä  =  9  (r) 

bringen.    Daraus  ergiebt  sich  durch  die  Substitution 
,    v  1  efe  n  —  ldy 

die  lineare  Differential-Gleichung  erster  Ordnung 

(4.)  %-(»-Vz  'f^  =  (n  ~  1}  y  ^ 

Man  kann  auch  die  Differential-Gleichung  (2.)  unmittelbar 
integriren,  indem  man  wieder 
(5.)  y  =  uz 

setzt.    Daraus  ergiebt  sich 

(6'}  u  T*  +  r(S+  "  -f{x))  -  ^ ' *  <*> 

Indem  man  die  Function  u  so  bestimmt,  dass  der  Factor 
von  z  verschwindet,  erhält  man 

(7.)  g+tt./(r)  =  0,    oder    ^  =  -f(x)dx, 

(8.)  \u  =  —ffzdx,    oder     »  =  <f"//") rfx  . 

Dadurch  geht  Gleichung  (6.)  über  in 

(9.)       u(^  =  u«z».<p{x),    oder    jk=*».eM"-M/"/ut) *.*(*•}. 

Macht  man  die  Voraussetzung,  dass  w  <  1  ist.  so  folgt  aus 
Gleichung  (10.) 
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(11.)       *'-»  =  (1  —  »)/C-,"-,,//u,<to  .  if  (z)dz  +  C(l—n), 

(12.)       yl-  =  (1— a)««-1/""*  [/c-<-i  ]//(*!*.  .  ,(«)&  +  (?]. 
Dagegen  erhält  man  für  n  =  1  aus  Gleichung  (2."> 

J^+y  •/(*)  =  ?  •?(*)> 
oder 

(13.)  f  =[*(*)-/(*)]&, 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung    * 

(15.)  |  +  |  =  «y'l* 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y=^uz  setzt,  erhält  man  aus  Glei- 
chung (15.) 

<"■>  ■*+«(£+?)—«* 

Damit  in  dieser  Gleichung  der  Factor  von  z  verschwindet, 
bestimmt  man  die  Function  u  so,  dass 

/.  „  \  du  u  ,       du  dx 

(17.)  -y- = ?     oder  —  = 

x  dx  x  u  x 

wird.    Dies  giebt  durch  Integration 

(18.)  \u  =  — 1#.    oder    u  =  -  • 

x 

Hierdurch  geht  Gleichung  (16.)  über  in 

(19.)  '--r  = -z*2!*:,    also     —z  =  a\x- — > 

x  dx      x2  z2  x 

folglich  wird  durch  Integration 

(20.)         ~7  =  |  (1^)2+C;  also  -£  =  *(}  (1*>H  tf} 

oder 

(21.)  ^[«(l^+2C']+2  =  0. 
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Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(22.)  ^  +  2ytg«  =  ayHtgx 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  uz  setzt,  erhält  man  aus  Glei- 
chung (22.) 

(23.)  ui+z(Si  +  2utsx)~  au2z2c{ex- 

Damit  in  dieser  Gleichung  der  Factor  von  z  verschwindet, 
bestimmt  man  die  Function  u  so,  dass 

(24.)  ^-+2wtga:  =  0,    oder    —  =  —  2 


dx  ^  '  t*  COS« 

wird.    Dies  giebt  durch  Integration 
(25.)  1«  =  21  (cos«),    oder    u  =  cos2«. 

Hierdurch  geht  Gleichung  (23.)  über  in 

cos2«  -y  =  a  cos4« .  *2ctg«, 
oder 

(26.)  -r  = -. =s  a  l  -. sm«  )d  (sin«), 

v     '  z2  sin«  \sin«  /    v       " 

folglich  wird  durch  Integration 

(27.)  —  -  =a  [l(sin«)— £sin2«]  +C  =  —-, 

z  y 

oder 

(28.)  ay  [2 1  (sin  x)  —  sin2«]  +  20y+ 2  cos2«  =  0. 


§  82. 

Erklärung  des  integrirenden  Factors. 

Es  war  schon  früher  gezeigt  worden,  dass  jede  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung  sich  auf  die  Form 
(1.)  M  («,  y)dx  +  N  («,  y)dy  =  0 

bringen  lässt  und  ein  allgemeines  Integral 
(2.)  F(z,  y,  C)  -  0 
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besitzt.    Löst  man  diese  Gleichung  (2.)  nach  der  Constanten  C 
auf,  so  erhält  man 

(3.)  <?=/(*,  y), 

wobei  ffay)   eine  Function  von  x  und  y  ist,   die  mit  u  be- 
zeichnet werden  möge.    Dann  folgt  aus  Gleichung  (3.) 
/ . x  »       du  y    ,  du  , 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man 

du  df{r,  y) 

/ex  dy dx  __  dz 

5y  <5y 

während  sich  aus  Gleichung  (1.) 
(a\  dy__M(x±y) 

K    }  dx~       N(x,y) 

ergiebt.    Da  diese  beiden  Werthe  von  -f-   mit    einander    über- 

<tx 

einstimmen  müssen,  so  wird 

du 
(7\  ^  —  M(x,y) 

K  '}  du      N(x,  y) 

dy 
Bestimmt  man  daher  eine  Function  v  von  x  und  y  durch 
die  Gleichung 

du 

so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (7.)  und  (8.) 

(9,)  Wx  =  v ' M^  ^'    5y  =  °  tN(Zj  y^ 

Es  wird  deshalb  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (4.) 

(10.)  du  =  v .  M (x,  y)  dx+  o  .  N(x,  y)  dy. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen:  Es  giebt  stets  eine  Function 

v  von  x  und  y,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
v[M(x,y)dx+N(x,y)dy] 
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ein  vollständiges  Differential  wird.     Die  Auflösung  der  Differen- 
tial-Gleichung 

J£(z,  y)dz+N(z,  y)dy  =  0 
ist  dann 
(11.)  u  =  C. 

Hierbei  heisst  die  Function  v  „der  integrirende  Factor11. 

Die  vorgelegte  Differential-Gleichung  besitzt  unendlich  viele 
integrirende  Factoren.  Mnltiplicirt  man  nämlich  Gleichung  (10.) 
mit  einer  beliebigen  Function  <p  (u)  von  u,  so  erhält  man 

(12.)  <p(u)du  =  dfa>(u)du  =  v<p  («)  M  (*,  y)dz+vq)(u)  N(z,  y)dy. 
Die  rechte  Seite    dieser  Gleichung    ist   das  vollständige 

Differential  von  ßp(u)  du.    Dies  giebt  den  zweiten  Satz:  Ist  o 
ein  integrirender  Factor  der  Differential- Gleichung 

M(z,  y)dz+N(z,  y)dy  =  0, 
welcher  das  Integral  u=C  liefert ,   so  ist  auch  v<p(u)   ein  inte- 
grirender Factor. 

Damit  sind  aber  alle  integrirenden  Factoren  erschöpft,  denn 
es  gilt  auch  der  folgende  dritte  Satz:  Sind  V  und  v  zwei  inte- 
grirende Factoren  der  Differential- Gleichung 

M(z,  y)dz  +  N(z,  y)dy  =  0, 
und  ist  der  Quotient  von   V  und  v  keine  Constante,  so  ist  das 
vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differential- Gleichung 

(13.)  j=C\, 

wobei  C\  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  sind 
(14.)       du=c(Mdx+Ndy)    und    dU  =  V (Mdx  +  Ndy) 
vollständige  Differentiale,  folglich  wird 

(15.)   dU=-du,  oder  ^dx  +  -^dy  =  -(^-dz+^dy), 

also 

/,«n  (du      Vdu\i    ,  (du       Vdu\, 

Da  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe  von  dz  und 
dy  gelten  soll,  so  muss 
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,-„.  dU       Vdu        ,    dU        Vdu 

(17.)  -^ --  =  —  ^-  und  -g—ss— 3- 

7  dz       v  dz  oy       v  oy 

sein.    Setzt  man  nun 

(18.)  «  =  y(*,y),     U=0(z,y), 

so  kann  man  y  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  aus-  ! 

rechnen  und  in  die  zweite  einsetzen.    Dadurch  erhält  man  ! 

(19.)         y  =  ip  (*,  u),     U=  0  [z,  xl)  (*,  u)]  =  F(z,  u). 

Dies  riebt 

d^_Vdu_dF      dF^du 

^    "'  dx  ~~  t?  d*  ~~  dz  du  dz 

dU_Vdu_  dF  du 

(21#'  dy  ~  v  dy~  du   dy 

folglich  ist 


> 


V      dF         ,     dF 


(22-)  7  =  äT    und    7^  =  °' 

F      dF 

d.  h.  #  =  ^(ar,  u)  und  deshalb  auch  —  =  -~-  sind  Functionen 

der  einzigen  Veränderlichen  «,  so  dass 

(23.)  £=,,  («)  =  (?! 

das  allgemeine  Litegral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung  ist. 

§  83. 

Beispiele  zur  Erläuterung. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(1.)  ydz  —  {x+y)dy  =  0 

integrum 

Auflösung.    Da  die  vorgelegte  Differential-Gleichung  homogen 
ist,  so  setze  man  y  =  xz ;  dann  ergiebt  sich 

zdx  —  (l  +  *)  (xdz  +  zdx)  =  0, 
oder 

dx 

z*dz+(l+z)zdz  =  0,  —  +(z-i+z-2)dz  =  0, 

(2.)  lx  +  \z  —  -  =  C,    oder    \y—  -  =  CT. 

z  y 

Stegemann  -  Kiepert ,  Integral-Rechnung.  30 
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In  diesem  Falle  ist  also 
(3.)  u  =  ly -£=(?, 

(4.)  ÄÄ  _£+<£+»>*  Äo. 

v  '  y  y1 

Damit  Gleichung  (l.)  diese  Form  erhält,  muss  man  sie  mit 

5  multipliciren.    Der  integrirende  Factor  ist  daher  in  diesem 

Beispiele 

w  — -£■ 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(6.)  xdy  —  ydx  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Durch  Trennung  der  Variabein  findet  man  aus 
dieser  Gleichung  ohne  Weiteres 

y        x 
oder 

(7.)  J  =  C. 

Bezeichnet  man  also  die  Function  2.  mit  u,  so  wird 

(8.)  Äaas  £*=**«<>. 

Damit  Gleichung  (6.)  diese  Form  erhält,  muss  man  sie  mit 
dem  integrirenden  Factor 

W  »=^ 

multipliciren. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(10.)        [y{x  —  y)*  —  xy*]dz+[a*y  —  x(x  —  yf]  dy  =  0 
integriren. 
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Auflösung.  Die  vorgelegte  Differential-Gleichung  kann  durch 
keine  der  bisher  angegebenen  Methoden  integrirt  werden.  Multi- 
plicirt  man  sie  aber  mit  dem  Factor 

(11.)  C==— r-^ r, 

so  geht  sie  über  in 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  vollständige  Diffe- 
rential der  Function 

(>«  —«©+;?}+« 

wie  bereits  in  §  71,  Aufgabe  5  ermittelt  worden  ist. 

Weitere  Beispiele  für  die  Bestimmung  des  integrirenden 
Factors  wurden  bereits  bei  der  Integration  der  linearen  Diffe- 
rential-Gleichungen erster  Ordnung  in  §  80  (Aufgabe  7,  8  und  9) 
ausgeführt. 


§  84. 

Bestimmung  des  integrirenden  Factors. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  182  bis  187.) 
Die  Bedingung,  dass  c  (Mdx+Ndy)  ein  vollständiges  Diffe- 
rential wird,  ist  nach  Formel  Nr.  172  der  Tabelle 

d(vM)  =  d(oN) . 
dy     ~~     dz 


dies  giebt 


oder 


vdM         eh  _  väN+Ndo3 
dy         d'J         dz         dz9 


*,Ö°  AT00  fÖN  ÖM\ 

(L)         Md-y-N¥z  =  v{-d7—wr 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig,  aber  auch  hinreichend  da- 
für, dass  v  ein  integrirender  Factor  ist,  und  zwar  ist  Gleichung 
(1.)  eine  partielle  Differential-Gleichung  für  v,  denn  sie  enthält 

30* 
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die  partiellen  Ableitungen  «-  und  ^-  •    Man  kann  schon  daraus 

entnehmen,   dass  die  Integration   dieser  partiellen  Differential- 
Gleichung  schwieriger   sein  wird   als  die  Integration  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Differential-Gleichung 
Mdx  +  Ndy  =  0. 

Es  giebt  aber  mehrere  Fälle,  wo  die  Bestimmung  von  c 
ausführbar  ist.  Von  diesen  Fällen  sollen  hier  einige  hervor- 
gehoben werden. 

I.  Fall.  Der  integrirende  Factor  v  sei  eine  Function  von  x 
allein,  es  sei  also 

^  *'  dy  ~~"    '      dx  ~~ "  dx " 

Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
rdv         /dN      dM\ 


_\r_-     (dN      ÖM\ 
dx~~     \  dx        dy  / 


oder 

1  dv  __       1  (dN      dM\ 
W  vdx~      N\$x~       dy) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  x,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  Seite 

sein.    Ist  also  der  Ausdruck  -^(-5 3—)  von  V  unabhängig, 

so  findet  man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (3) ; 
es  wird  nämlich 

<*■>     >—/£-%%•  —^-s*. 

Beispiel. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(5.)  (z*y+y+l)dz+(z+z*)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 
(*\         1  (dN      dM\      (1+3^)  -  (3*  +  1)  _     2x 
W        N\dx        dyj  z+z*  ~~l+*2' 

folglich  wird  nach  Gleichung  (3.) 
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de  2xdx       .  i  /•  .     o\  1 


<7->        TT" 1+3'    k=-1(l+^c-i^' 

Indem  man  Gleichung  (5.)  mit  diesem  integrirenden  Factor 
v  multiplicirt.  erhält  man 


(8.)                            du  =  (y  +  ——yx  +  xdy  =  0, 

also 

(9.)               u  =fxdy  +  (f(z)  =  xy  +  <p  (x)  =  C, 

wobei  <p  (x)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen 

x  ist, 

die  man  aus  der  Gleichung 

/m\                        du             t        1                      d<p(x) 
(10.)                          dx^y+i  +  x^!/+      ^ 

findet,  und  zwar  wird 

dx 

(11.)                   dy(z)  =  l+xti    y(r)  =  arctg-c, 

folglich  ist. 

(12.)                           u  =  xy  +  aretgx  =  C. 

II.  Fall.     Der  inteyrirende  Factor  v  sei  eins  Function  von  y 
allein,  es  sei  also 

do de de 

dx  ~~    '      dy"  dy 
Unter   dieser  Voraussetzung   geht   Gleichung  (1.)    über   in 

1    dy~  V\dx        dy/ 
oder 

(18.)  l*±(***X). 

v      J  v  dy      M\  dx        dy  / 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  y,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  sein. 

Ist  also  der  Ausdruck  -rjy-jrr — jy— )•  von  x  unabhängig,   so 

findet  man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (13.);  es 
wird  nämlich 
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Beispiel. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(15.)  (*y2— y*)«fe  +  {l—xy*)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

n*n  1  (dN       6M\     —  y2—  2zy+W  _      2 

[lK>'}  M\dx         dy)  y\x—y)        "~      y 

folglich  wird  nach  Gleichung  (14.) 

(17.)  h>=  — 2ly,     t>  =  ^" 

Indem  man  Gleichung  (15.)  mit  diesem  integrirenden  Factor 
v  multiplicirt,  erhält  man 

(18.)  du  =  {x  —  y)dx+(^rl—z\dy  =  0, 

also 

(19.)  u  =ßx  —y)dx+if(y)  =  ^  —  xy+y(y)  =  Cf 

wobei  if>  (y)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,  die 
man  aus  der  Gleichung 

(20-}  fj-  =  p -*—*+*'(*) 

findet,  und  zwar  wird 

(2i.)  va(9)*y=ji>   <p(y)=-^> 

folglich  ist 

(22.)  u^^-iy-l^C, 

oder 

(22  a.)  x*y  —  2x\ß—  2Cy  —  2  =  0. 
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III.  Fall.      Der   integrirende  Factor   sei   eine  Function    der 

einzigen   Veränderlichen  z  =  xy;  es  sei  also 

do  de       dv de 

dx~y  dz'     dy  ~~     dz 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

oder 

,  \_dv _        1 /öiV; _ öif \ 

^23°  o  dz  ~  xM—  yN\  dz       ~Uy~  )' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  z,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  Seite 

sein.    Ist  also  _^_^-g_— ^-)  nur  abhänge  von  *y=z, 

so  findet  man  einen  integrirenden  Factor  c  aus  Gleichung  (23.); 
es  wird  nämlich 

ro±\  1         f(dN      dM\       ** 

(24-)  l  '  =JK&  ~  -^JxM-  yN ' 

(25.)  ^  ä  ^y  V"5T~" SFJSIr^  ^ 

Beispiel. 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(26.)  (jr+xy*)dx+(x  —  ztydy  =  ° 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

(27)         ^-^  =  (i-2^)-(i+2^)  =  -^y, 

(28.)       xM—  yN  =  {xy  +  *y)  —  (sy  —  x*y*)  =  2*V, 
folglich  wird 

£  Jf —  yiV  \  ox        dy  /  xy  z 

eine  Function  von  z  =  xy   allein,   so  dass  man   aus  den  Glei- 
chungen (24.)  und  (25.) 


(30.)        10=—  2f^=—  21z,     oder     ü  =  -4*== 


«v 
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findet.    Multiplicirt  man  Gleichung  (26.)  mit  diesem  integrirenden 
Factor  v,  so  ergiebt  sich 

(81.)  A-^  +  I^  +  ^-l)*««, 

(32.)    u  =f(j^  +  j)<fc+«p(y)  =  -~H*+*(y)  =  c, 

wobei  <jp  (y)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,  die 
man  ans  der  Gleichung 

(33.)  *I      i  =  ^W 

v      '  dy      xyl      y       xy*      *  w' 

findet,  und  zwar  wird 

(34.)  ^(y)rfy=_^,        y(y)==_ly, 

folglich  ist 


u  =  lx  —  \y =  C. 

xy 


oder 

IV.  Fall.     Der   integrirende  Factor    sei   eine    Function    der 
einzigen   Veränderlichen  z  =  — ;  es  sei  also 

(36)  —  =—-2-  —  ,     5lf  — L  — 

*'  &r  x2 dz'     dy      x  dz 

Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

xM+yNdv  __    /dN       dM\ 

x1       dz  ~~    \dx        dy  / 

oder 

(Vt\  ldv-       X<1      (dN      dM\ 

{     '}  o  dz  "~~  xM+  yN\  dx        dy  )' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  z,   folglich  muss  es  auch  die  rechte  seüi. 
x2       /dN      dM\  v 

M  alS°  iBJjN\-&-  ö7)nUr  abhäDgig  V°n  **>  "  find6t 
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man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (37.);  es  wird 
nämlich 

(39.)  r  =  /U      *'.*  +  r* 

Beispiel. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(40.)       Jarsin  (£\  +  y  cos(|)l  dx  —  x  cos(^)<fy  =  0 
integriren. 

Auflosung.    Bezeichnet  man  -  mit  «,   so  wird  in  diesem 

X 

Falle 

x2  x*  1 


xM  +  yN     (3a?2  sinr +xy  cos*)  —  xy  cos«      3  sin  z  ' 

BN      dM    ,  •    x     /o         .  •    x 

-^ 3~=( — cos*— «sin«) — (3cosz+cosz — «suu)= — 5cos«, 

also  ist 

x°-       (dN      dM\  5  cos« 

(     '  xM+yN\dx        dy)~       3sin* 

eine  Function  von  «  =  -  allein,   so  dass  man   aus  den  Glei- 

x 

chungen  (38.)  und  (39.) 

ia  •*  \         i  5   fcoszdz  5,,.     N  1 

(42.)     iü  =  _-y_s_  =  _-i(S11u);  *=_ 

^  (sin«)3 

findet.    Multiplicirt  man  Gleichung  (40.)  mit  diesem  integrirenden 
Factor  v,  so  ergiebt  sich 

{43.)      du=\-^-i+y^]dX-^^.=  o. 

L(sin  *)7      (sin  z*  -I  (sin  «)* 

Daraus  folgt 

(44.)   w  =  —  /— — — 5^+'/ 0**)  =  —  #2/  (sin«)  *cos*fc+y(;r) 
■^    (sin  zy  J 

=  +  ^^sin*r*+y(.r)==3|-2[sin(|)]     +V(z)  =  L\ 
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wobei  <p  (x)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist,  die 
man  aus  der  Gleichung 

(45.)  5-=3#(sin2)  ~*  +  y(sins)  *cosz 

=  3#(sinz)   7+y(sinz)   ^cosz  +  y'(a:) 
findet.    Es  wird  also 
(46.)  y'(x)  =  0,     <p(z)'=c. 

Dabei  kann  man  die  Integrations-Constante  c  gleich  Null 
setzen,  weil  man  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (44.) 
bereits  eine  Integrations-Constante  C  hinzugefügt  hat.  Man 
erhält  daher 

•-¥K)]"*-« 

oder 

(47.)  3s2=2c|^in(0L 

Setzt  man  noch  8C'3  =  27Ci2,  so  kann  man  diese  Gleichung 
auf  die  Form 

(48.)  .r6  ==  CV2sin2(|\   oder  *3  =  ±  C, «"»(—) 

bringen. 

V.  Fall-      Der  integrirende  Factor  sei  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  z  =  x2+y2;  es  sei  also 
de       _,    dv       dv       n   do 
W  dlc=2xd*"    Sy^^Tz' 

Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
^  do        /dN     dM\ 


oder 


„   ,,        „,  de        /dN     dM\ 


1  de  _  1  /dN      dM\ 

(-50--)  o  dz  ~  2  (yM—  xN)\  dx        dy )' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  s,  folglich  mnss  es  auch  die  rechte  sein. 
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M  ^  ^M=ZN(ß~w)  ^  *******  V0D  *i  +  yi  =  *' 

so  findet  man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (50.); 

es  wird  nämlich 

,_..  .        ftdN      dM\        dz 

(ÖD  1"  =J{-W—^)2(yM-xNy 

(52.)  yUi        *y)2[yM-zN) 


V  =  e 


Beispiel. 
Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 


(53.)         (<*Yz2+y2  —  ex)  dx+ {bV*2+  yl  —  ey)dy  =  0 
integriren. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  x2+y2  mit«,  so  ist  in  diesem  Falle 
(54.)  yM—xN=  (ayYz  —  cxy)  —  (bxYz —  cxy)  =  {ay  —  br)Yz, 


dN      dM  __  bx        ay  __       ay  —  bx 


(55.) 

folglich  ist 

rßx  (dN     dM\        1        __      1 

{     '  \dx       dy)yM  —  xN~-      z 

eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z.    Deshalb   findet 

man  aus  den  Gleichungen  (51.)  und  (52.) 

(57.)  \v  =  —  l\z%    t>  =  -J=  =  ^=L=. 

v    J  2  yz     yz*+y* 

Multiplicirt  man  Gleichung  (53.)  mit  diesem  integrirenden 
Factor  v,  so  ergiebt  sich 

(58.)     du  =  (a  —  -JL==)dx  +  (b ^2=Vy  =  °> 

(59.)  u  =  f(a  —       ™      \dx+tf  {y)=ax—cYx^+y*+(p[y)  =  C. 
J  \        \x2  +  y  V 

wobei  <p  (y)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,  die 

man  aus  der  Gleichung 

°V  yxl  +  y2  Yx  +  y 

findet.    Es  wird  also 

(61.)  9'(y)  =  b,    <f(y)  =  by, 
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(62.)  u  =  ax+by  —  cYx*  +  yl  =  C. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  noch  eine  ganze  Reihe  von 
besondern  Fällen  behandeln,  bei  denen  der  integrirende  Factor 
eine  Function  einer  einzigen  Veränderlichen  z  ist,  die  selbst 
wieder  eine  passend  gewählte  Function  von  x  und  y  sein  darf. 
In  allen  diesen  Fällen  ist  zuerst  der  Ausdruck 

dX      dM 
dx        dy 
zu  bilden.    Ist  dieser  Ausdruck  gleich  Null,  so  ist  schon 

Mdx+Xdy 
selbst   ein  vollständiges  Differential,   ist  er  aber  von  Null  ver- 
schieden, so  kann  man  der  Reihe  nach  versuchen,  ob 

1  /dX       dM\   .      „      .. 
—  N  V~i9 d~~  )  eme  -^linc^lon  von  x  a"em> 

oder  ob         +*(™*>L)    •         "  -    y      - 

M\dx         dy  / 

1 (§N        dM\     „  r  *  ry 

—  yX\ 


xM — yX\  dx         dy  ) 

x1      /dx  _  du\ 

xM  +  yX\dx  dy) 


x 


1        /  dX      dM\  a      ,    . 

"     "  yM-xX\dx~~'dfJ     "  "  »*■+*»«* 

Triöt  einer  dieser  5  Fälle  ein,  so  kann  man  nach  den  an- 
gegebenen Regeln  den  integrirenden  Factor  leicht  bestimmen. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  der  häufig  vorkommende  ~ 
Ausdruck  xdy  —  ydx  die  integrirenden  Factoren 

1        1  1 

— «  »      —  »      — zr\ — " 
x2         yi        Xl+yi 

besitzt.    Es  folgt  dabei  aus  den  Gleichungen 

(68.)*.l-**-:*fe,  du^^y-y^,  du,  =  Tdy - ** 

(64.)  «,  =  |  f     u2  =  —  ^ ,    «3  =  arctg(|)- 
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Der  Ausdruck  xdx  +  ydy  hat    den  integrirenden  Factor 
i  und  zwar  folgt  aus 


z*-f-y2 


tan  \  i      x^x  +  ydy 

(es.)  d«=  x2+y 

(66.)  «=g-l(«»+»1). 


§85. 

Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  höheren  Grades. 

Eine  Differential-Gleichung  erster  Ordnung  und  »*•"  Grades 
hat  die  Form 

<'•>  (SMf)"+ö(£F'-+>'l+^»- 

Hierbei  bedeuten  die  Coefficienten  P,  Q, . . .  T,  U  beliebige 
Functionen  von  x  und  y  oder  constante  Grössen. 

Denkt  man  sich  nun  Gleichung  (1.)  in  Bezug  auf  -^  auf- 

CLX 

gelöst,   so   erhält  man  n  verschiedene  Differential-Gleichungen 
erster  Ordnung  und  ersten  Grades,  nämlich 

(2.)  g  =  *;(*,y)>  |  =  ^(^y),...|=^,y), 

wobei   JFj  (x,  y),  F2  (x,  y), . . .  Fn  (x,  y)  Functionen  von  x  und  y 
oder  constante  Grössen  sind. 

Durch  Integration  der  Gleichungen  (2.)  erhält  man  dann 
(3.)     <px  (x,  y,  cx)  =  0,     y2  (x,  y,  c2)  =  0, . . .  tpn  (x,  y,  cn)  =  0. 

Jede  dieser  Gleichungen  ist  ein  Integral  der  Differential- 
Gleichung  (1.).    Man  kann  alle  diese  Lösungen  zusammenfassen, 
indem  man  die  Gleichungen  (3.)  mit  einander  multiplicirt.    Dies 
giebt 
(*•)  Vi  (*,  y,  ci) .  y2(x,  y,  c2) . . .  <pn  (x,  y,  cn)  =  0. 

Da  dieses  Product  gleich  0  wird,  wenn  man  einen  der 
Factoren  gleich  0  setzt,  so  wird  die  Allgemeinheit  der  Lösung 
nicht  beschränkt,   wenn  man  die  Integrations- Constanten  cu 
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cv  . . .  cn  alle  einander  gleich  setzt.    Dadurch  geht  Gleichung 

(4.)  über  in 

(4a.)  <px  (z,  y,  c) .  y2  (*,  y,  c) . . .  <pn  (z,  y,  c)  =  0. 

Sind  z.  B.  in  Gleichung  (1.)  die  Coefficienten  P,  Q, . . .  T,  U 
constante  Grössen,  so  gehen  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  über 
in 

Daraus  folgen  die  rc  Differential-Gleichungen 

wobei  a1?  o^, . . .  a«  auch  constante  Grössen  sind.    Deshalb  wird 

in  diesem  Falle 

(6.)  y1==y— «^+0=0,  y2=y— «2^+^=0,  y»=y — awz+c==0, 

oder 

(6a.)y+f_a-o,  y±-c-fl2=o,  ...ttf-^^o. 

Gleichung  (4  a.)  geht  daher  in  diesem  Falle  über  in 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1  a.)  in 

In  diesem  Fall  ist  also  die  Auflösung  der  Gleichung  (1.) 
nach  -j-i  welche  mitunter  bedeutende  algebraische  Schwierig- 
keiten verursachen  würde,  nicht  einmal  erforderlich. 

Beispiele. 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

integrum 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (8.)  folgt  zunächst 
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<»•>        £-+.-*  £— . 

und  daraus  durch  Integration 

y  +  c  =  az    und    y  +  c  =  —  a:r, 
oder 

(10.)       (y  +  c  —  ax)  (y  +  c  +  az)  =  (y  +  c)2  —  a2z*  =  0. 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

<"•>  (l)s-7l+6=° 

integriren. 

Auflösung.    Gleichung  (11.)  lässt  sich  auf  die  Form 

<"->    @-o@-»)@+*)- 

bringen,  folglich  erhält  man  für  das  allgemeine  Integral 

(12.)  (y  +  c  —  x)(y  +  c  —  2z)  (y  +  c  +  3*)  =  0, 

oder 

(12  a.)  (y  +  c)>  —  7*2  (y  +  c)  +  6z*  =  0. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

<->  (!)— 

integriren. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 
(14.)  dy=+Yazdz   und    dy  = — Yaxdx 

und  durch  Integration 

(15.)       y  +  c  —  —Vax  =  0   und   y  +  c  +  —Y<*z  =  0. 

Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann  als  Integral  der  vor- 
gelegten Differential-Gleichung  angesehen  werden.  Indem  man 
die  beiden  Gleichungen  (15.)  mit  einander  multiplicirt,  vereinigt 
man  beide  Lösungen  imd  erhält 

[3(y+c)  —  2*1/«]  [3{y+c)  +  2rVa~x]  =  0, 
oder 
(16.)  9  (y  +  c)2  —  4a*3  =  0. 


4*0      |  ^6-    Di^r^i.tiiiI-GI*khai^eii  er*er  Ordnung  höheren  Grades. 

Aafgahe  4.    Man  *.ll  die  Ditierenrial^leichong 

h;tegriren. 

Durch  AufK^ung    von    Gleichung  « 17.^    nach 


'-T-  findet  man  die  beiden  Weithe 


dy      —  x— yWy2 
^  = * ' 


ako  durch  Integration 

(20.;         V*2~+T2  ==  *  +  e    und    >'**+ y*  =  — x  — r, 
oder,  wenn  man  beide  Losungen  vereinigt, 

•  21.)  'K*-+y2  —  ^  —  cx.  (V.r2-fy-  +  ^  +  c)  =  y2—  2cx— c*  =  O. 
Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

integriren. 

Auflosung.    Durch  Auflösung  der  Gleichung  (22.)  nach  -j- 
erhält  man  die  drei  Differential-Gleichungen 


(23, 


,    4  —  1,,    *-  +  =7J==.     4  —  : 


und  findet  daraus  durch  Integration 
bx* 


(24.»  y+c  = 1-  >    y+c  =  arcsinf- \   y+c  =  —  arcsinf  —  Y 

Indem  man  diese  drei  Lösungen  vereinigt,  ergiebt  sich  die 

(Gleichung 


(y  +  c  +  ^-)  [y+c  —aresin  (0J  \y+c  +  arcsin(^J  =  0, 


oder 
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(25.)  (y  +  cf  +  b-£(y  +  c)*  -  [arcsm(|)]2(y  +  c) 

-^[arcsing)J=0. 

§  86. 

Integration  durch  Differentiation. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  188  bis  191a.) 
Es  war  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  erwähnt 
worden,  dass  die  Auflösimg  der  Differential -Gleichungen  erster 

Ordnung  höheren  Grades  nach  -j-  häufig  auf  grosse  algebraische 

Schwierigkeiten  stösst.  Es  sollen  deshalb  hier  noch  einige  Fälle 
untersucht  werden,  bei  denen  man  die  Integration  durch  andere 
Mittel  ausfuhren  kann. 

Der  Kürze  wegen  möge  hierbei 

(1.)  dx~p'    ***0    dV=Pdx 

gesetzt  werden. 

I.  Fall.      Die    Differential -Gleichung    enthalte  y    gar  nicht 
und  sei  auflösbar  nach  x;  die  Gleichung  habe  also  die  Form 
(2.)  x  =  <p  (p); 

dann  findet  man  durch  Differentiation 
(3.)  dx  =  <p'(p)dp, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 
(4.)  pdx  =  dy  =  <p'  (j>)  .pdp, 

(5.)  y=f<p'(p)-p<ip  +  c. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (5.)  die  Grösse  p 
eliminirt,  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(6.)  x  =  4p3—  6p2  +  12p  — 15 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  Gleichung  (6.)  differentiirt,   erhält 
man  die  Gleichungen 
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4^2  §  ^*5u   Imegraäon  durch  DiäerentiaikÄ. 

,7.;  i£r  =12/^—12^+12;  *, 

f s. .  dy  =  i'ip"— l-P*+ l2P  dP* 

also 

19...  9  =  3P*— ip'-rCjpM-C. 

Durch  Elimination  der  Grösse  />  ans  den  Gleichungen  (6.) 
and  <9.)  findet  man  dann  die  gesachte  Gleichung  zwischen  x 
and  y. 

2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 


(10.)  *  =  man  p  —Vi  —p1 

integriren. 

jUifHiaafl     Indem  man  Gleichung  (10.)  differentiirt,   erhalt 
man  die  Gleichungen 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  25  und  71  der  Tabelle 

(13.;       y  =  -^l=^-fl/l—  j>*+|arcsinp  +  C, 

oder 


(14.)  2y  —  z=2C—il  +P)Vl  —P\ 

II.  Fall.     Die   Differential^  Gleichung    enthalte   x   gar  nicht 
und  sei  auflösbar  nach  y;  die  Gleichung  habe  also  die  Form 
(15.;  y  =  yO); 

dann  findet  man  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  Glei- 
chung (1.; 
(16.;  dy  =  pdz  =  y'  (p)dp, 

(17.,  rfr  =  iJ^lf 

also 
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Indem  man  ans  den  Gleichungen  (15.)  und  (18.)  die  Grösse 
p  eliminirt,  findet  man  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

Beispiele. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

<19->  »"IT? 

integriren. 

AuflSsung.    Durch  Differentiation  findet  man  aus  Gleichung 
(19.) 

(20.)  rfy==^  =  _^L, 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  106  der  Tabelle 

(22-)  x  =  -4afiT^  =  -2iTf^+&rctsp)+a 
Setzt  man 

C—  an  =  Xto    ^  =  ctg(|)=tg(^i), 
also 
r^2  =  2sin2(0  =  l-cos^  ^  =  8^^,    n-t  =  2mtgp7 

so  gehen  die  Gleichungen  (19.)  und  (22.)  über  in 

(19a-)  y  =  a(l—  cos*J, 

x  =  a  (t  —  n  —  sin  t)  +  C, 
oder 

(22 a.)  x  —  xQ  =  a  [t  —  sin*). 

Das  allgemeine  Integral  stellt  also  eine  Schaar  von  Cykloiden 
dar. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential-Gleictarog 

(23.)  f-^F^ 

alp 

integriren. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (28.) 

31* 


484  §  8t>.   Integration  durch  Differentiation. 

dp 


(24)  dy=pdx  = 

(25.)  dx  = 


dp 


also  nach  Formel  Nr.  76  und  78  der  Tabelle 


(26.)  *  — *0  = 


1    f       dp 

2a*J  pyä~ 


p 


2 


Ya*—p* 

2a*p*     ~~2ä2JpVi 


2a^2  2a3    \  p 

Da  noch  aus  Gleichung  (23.)  folgt.,  dass 

(27.)  p=    ,.    fl         -,     j/^^2=        *L= 

ist,  so  findet  man  aus  Gleichung  (26.) 

(28.)     2a*  (x  —  *0)  =  a*yYa*jt*  +  1  +  1  (<*2y  +  j/ay+l). 

III.  Fall.  Dt*  Differential  -  Gleichung  enthalte  alle  drei 
Grössen  x,  y  und  p,  sei  aber  nach  x  auflösbar;  die  Gleichung 
habe  also  die  Form 

(29.)  x=f(y,p). 

Indem  man  diese  Gleichung  differentiirt  und  Gleichung  (1.) 
beachtet,  erhält  man 

,       dy      df  .     ,  df  , 

dx=7=iydy+iP  d?> 

oder 

Dies  ist  eine  Differential-Gleichung  erster  Ordnung  zwischen 

y  und  p,  die  in  Bezug  auf  -~  nur  vom   eisten  Grade   ist  und 

sich  in  vielen  Fällen  leichter  integriren  lässt  als  die  vorgelegte 
Differential-Gleichung  (29.).    Hat  man  die  Integral-Gleichung 

(31.)  v(y,>,co  =  o 

gefunden,  so  folgt  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 

(29.)  und  (31.)  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 
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Beispiel. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(32.)  yf—  2xp  +  y  =  0,   oder  x  =  IÜ±^1 

integriren. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (32.) 
.^dy  _p{l^p^)dy  —  y(l-p^)dp 
p  ~  2p* 

oder 

(33.)  p  (l—p2)dy  +  y(l—p*)dp  =  (1—  p*)(pdy  +  ydp)  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  indem  man  entweder 

(34.)  1-^  =  0,  also/>=^=±l, 

oder 

(35.)  pdy  +  ydp  =  0 

setzt.    Aus  Gleichung  (34.)  folgt  durch  Integration 

(36.)  y=±x+C. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  aber  auch  ohne  Integration, 
indem  man  p=  ±  l  in  die  Gleichung  (32.)  einsetzt,  woraus 
man  auch  erkennt,  dass  in  Gleichung  (38.)  der  Werth  der 
Integrations-Constanten  C  gleich  0  sein  muss,  dass  also  Gleichung 
(36.)  in 

(36a.)  y  =  ±x 

übergeht. 

Aus  Gleichung  (35.)  findet  man  dagegen  durch  Trennung 
der  Variabein 

(37.)  ^  +  ^  =  0, 

Trägt  man  diesen  Werth  von  p  in  Gleichung  (32.)  ein,   so 
findet  man 
(39.)  y*— 2Gc  +  C2=0. 

Diese  Gleichung  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten 
Differential-Gleichung  und  stellt  eine  Schaar  von  Parabeln  dar, 
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welche  sämmtlich  die  beiden  durch  Gleichung  (36  a.)  dargestellten 
geraden  Linien  in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten 

*  =  C,    y=±C 
berühren. 

IV.   Fall.      Die    Differential- Gleichung    enthalte    alle    drei 
Grössen  x,  y  und  p,  sei  aber  auflösbar  nach  y ;    die  Gleichung 
habe  also  die  Form 
(40.)  y  =/(*,/>)■ 

Indem  man  diese  Gleichung  differentiirt  und  Gleichung  (1.) 
beachtet,  erhält  man 


dy=pdx=-£dx+  £pdp, 


oder 

Dies  ist  eine  Differential-Gleichung  erster  Ordnung  zwischen 

x  und  p,  die  in  Bezug  auf  j  nur  vom   ersten  Grade  ist  und 

sich  in  vielen  Fällen  leichter  integriren  lässt  als  die  vorgelegte 
Differential-Gleichung  (40.).    Hat  man  die  Integral-Gleichung 
(42.)  9>(*,P,C)=0 

gefunden,  so  folgt  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 
(40.)  und  (42.)  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

Hat  die  Differential-Gleichung  z.  B.  die  Form 
(43.)  y  =  *.f(p)  +  <p{p\ 

so  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 

(44.)  d£  =  p  =/Q0  +  [x  .f(p)  +  9'(p)]  d£ . 

oder 

(45.)  [fi - f  <!>)]%- *S(P)  =  9' (P). 

Dies  ist  aber  eine  lineare  Differential -Gleichung  erster 
Ordnung,  die  man  nach  den  Angaben  in  §  80  integriren  kann. 
(Vergl.  auch  Formel  Nr.  180  der  Tabelle.) 
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Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  in  der  vorher- 
gehenden Entwickelung/(/>)  gleich/?  ist,  wo  also  die  Diffe- 
rential-Gleichung die  Form 

(46.)  y=pz  +  q>(p) 

hat.    Dann  erhält  man  durch  Differentiation 

dy  =  pdz  =  pdx  +  xdp  +  <p4  (p)dp, 
oder 
(47.)  [z  +  <p'(p)\dp  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  indem  man  entweder 
(48.)  dp  =  0, 

oder 

(49.)  *+9\p)  =  0 

setzt.    Aus  Gleichung  (48.)  folgt  durch  Integration 

(50.)  ^=^  =  (7,     also    y  =  Cx  +  Cu 

wobei  die  zweite  Integrations-Constante  ermittelt  wird,   indem 
man  den  gefundenen  Werth  von  p  in  die  Gleichung  (46.)  ein- 
setzt.   Dies  giebt 
(51.)  y  =  Cz  +  <p  (C),     also     Cx  =  <p  (C). 

Da  hierbei  die  Integrations-Constante  C  unendlich  viele 
Werthe  hat,  so  ist  Gleichung  (51.)  das  allgemeine  Integral  der 
vorgelegten  Differential-Gleichung. 

Ganz  verschieden  davon  ist  die  Lösung,  welche  man  findet, 
indem  man  aus  den  Gleichungen  (46.)  und  (49.)  die  Grösse  p 
eliminirt.  Dass  man  auf  diese  Weise  wirklich  eine  Lösung  er- 
hält, kann  man  in  folgender  Weise  zeigen.  Denkt  man  sich 
aus  Gleichung  (49.)  p  als  Function  von  x  ausgerechnet  und  in 
Gleichung  (46.)  eingesetzt,  so  findet  man,  indem  man  diese 
Gleichung  nach  x  differentiirt, 

also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (49.) 
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Beispiel. 

Aufgabe  6.  Man  soll  eine  Curve  bestimmen,  bei  welcher 
der  Abschnitt  der  Tangente  zwischen  den  beiden  Coordinaten- 
Axen  eine  constante  Länge  c  hat. 

Fi    13Q  Auflösung.     Damit    die  Gerade  AB 

(Fig.  130)   eine  Tangente  der  Curve  im 
Punkte  P  ist,  muss 

(52.)  y'  =  -£x'+p,   oder   y' =/>*'+/* 

sein,  wobei  die  laufenden  Coordinaten  der 
Geraden  mit  x4  und  y4  bezeichnet  worden 
sind.  Die  Abschnitte  OA  =  a  und  OB  =  &. 
welche  diese  Gerade  auf  den  Coordinaten- 
*  Axen  abschneidet,  sind  dann 

(53.)  a  =  ~r'   i==/l' 

Da  nach  der  Forderung  der  Aufgabe 
(54.)  a*+b*=c* 

sein  soll,  so  findet  man 

(55.)  ff?  +  p*  =  e\    oder    p  =  ±  -^L 


p2  "    ""yi+72 

Nimmt  man  hierbei  das  obere  Zeichen,  so  geht  Gleichung 
(52.)  über  in 

(56.)  y'=|w'+. 


cp 


Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  P  hindurchgehen  soll,   so 
erhält  man  die  Differential-Gleichung 


(57.)  y  =  px  + 


cp 


Vi  +pl 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  Differentiation 


dx       r  V        (i+p^yi+tfi/dz 

(i+^vi+W* 


(i+^)VT+y/rfa: 
oder 

(58.)  (*  + i_=^=0. 
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Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt,  indem  man 

(59.)  |=0,   also    P  =  d£  =  C 

setzt  und  diesen  Werth  von  p  in  Gleichung  (57.)  einträgt,  woraus 
man 

Cr 

(60.)  y  =  Cx  + 


]/l+  C* 

findet.  Diese  Gleichung  enthält  die  willkürliche  Constante  C 
und  ist  daher  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
Gleichung.  Jede  Curve  der  gefundenen  Curvenschaar  ist  eine 
gerade  Linie,  welche  mit  ihrer  Tangente  zusammenfällt  und  auf 
den  Coordinaten-Axen  die  Abschnitte 

(61.)  a  = °        «    b=  +  :     cC 


Vi  +  C*  VT+C* 

bestimmt.    Da  hieraus 

folgt,  so  wird  der  Forderung  der  Aufgabe  genügt. 

Gleichung  (58.)  wird  aber  auch  befriedigt,  wenn  man 
(62.)    x  + c  =  0,    oder    x  =  ~° 


(l+P*)Vl+p*  (l+P*)Vl+P2 

setzt.    Bezeichnet  man  den  Winkel  BAO  mit  t,  so  wird 

(63.)  p  =  —  tg>,      /——  =  —  cos*,        p       =  +  sin*; 
yi  +  p1  y  1  +  p1 

dadurch  gehen  die  Gleichungen  (62.)  und  (57.)  über  in 
(64.)  x  =  c  cos3/,    y  =  c  sin3*. 

Durch  Elimination  von  t  findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

(65.)  s*  +  y*  =  J. 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  Aetroide.    Für  einen  be- 
liebigen Punkt  P  der  Astroide  wird 
(66.)  p  =  -tg*, 

so  dass  man  für  die  zugehörige  Tangente  die  Gleichung 

yl—  y=p(z'— *)> 

oder 
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y4  —  c  sin3*  =  —  igt  (x4  —  c  cos3*), 
(67.)  y'  =  —  tg*.*'+  csint 

findet.  Deshalb  sind  die  Abschnitte,  welche  diese  Tangente  auf 
den  Coordinaten-Axen  abschneidet, 

(68.)         a  =  ccostf,    b  =  c sin*,   also   a2+b*  =  c\ 

Hätte  man  in  Gleichung  (55.)  das  untere  Zeichen  genommen, 
so  hätte  sich  in  den  folgenden  Gleichungen  nur  das  Vorzeichen 
von  c  geändert. 

Setzt  man  in  Gleichung  (67.)  — tgt  gleich  C,  so  geht  sie  in 
Gleichung  (60.)  über,  welche  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 
rential-Gleichung darstellte;  d.  h.  die  Astroide,  welche  man  als 
eine  besondere  Lösung  der  Differential -Gleichung  gefunden  hat, 
berührt  alle  geraden  Linien,  die  der  allgemeinen  Lösung  ent- 
sprechen. 

§  87. 

Die  singulären  Auflösungen  der  Differential-Gleichungen 
erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  192.) 
Bei  den  Aufgaben  5  und  6  des  vorhergehenden  Paragraphen 
und  ebenso  bei  der  Differential-Gleichung 

(l.)  y  =  px  +  <f>(p) 

fand  man  zwei  Lösungen,  von  denen  die  eine  noch  eine  will- 
kürliche Integrations-Constante  enthält,  die  zweite  aber  nicht. 
Auch  erkennt  man  bei  diesen  Aufgaben  sofort,  dass  diese  zweite 
Lösung,  welche  ohne  Ausführung  einer  Integration  gefunden 
werden  konnte,  kein  particuläres  Integral  ist,  d.  h.  die  zweite 
Lösung  geht  nicht  aus  der  ersten  hervor,  indem  man  der  Inte- 
grations-Constanten  einen  besonderen  Werth  giebt. 

Man  nennt  daher  eine  solche  besondere  Lösung  „eine  singu- 
lare Lösung  der  vorgelegten  Differential-Gleichung" . 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  allgemeinen  und  einer 
solchen  singulären  Lösung  ergiebt  sich  aus  folgender  Betrachtung. 
Es  sei 
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(2.)  ^,y,|)  =  0, 

oder 

(2a.)  M  0,  y)  dx  +  N(x,  y)dy  =  0 

die  gegebene  Differential-Gleichung,  und 

(3.)  G  (x,  y,  C)  =  0 

sei  das  allgemeine  Integral.  Die  Gleichung  (3.)  stellt  eine  ganze 
Schaar  von  Curven  dar,  weil  die  Integrations-Constante  C  un- 
endlich viele  Werthe  annehmen  darf.  C  ist  also  in  Gleichung 
(3.)  ein  variabler  Parameter.  Für  die  Coordinaten  der  Schnitt- 
punkte zweier  benachbarten  Curven  der  Schaar,  welche  den 
variablen  Parametern  C  und  C  +  JC  entsprechen,  gelten  die 
Gleichungen 

(4.)  G  (x,  y,  C)  =  0   und    G  (s,  y,  C+JC)  =  0 

gemeinschaftlich;  deshalb  gelten  für  die  Coordinaten  der  Schnitt- 
punkte auch  die  beiden  Gleichungen 

(5.)    ßM)^0nnd^M+^M=0. 

Wird  JC  verschwindend  klein,  so  gehen  diese  Gleichungen 
über  in 

(6.)  G  (*,  y,  C)  =  0    und     d°(*'*  C)  =  0. 

Wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  variablen 
Parameter  C  eliminirt,  so  erhält  man  den  geometrischen  Ort 
aller  dieser  Schnittpunkte,  d.  h.  die  Umhüllungscurve  der 
gegebenen  Curvenschaar.  (Vergl.  D.-R.,  §  117  und  Formel 
Nr.  146  der  Tabelle.)  Giebt  es  eine  solche  Umhüllungscurve 
oder  Enveloppe  mit  der  Gleichung 

(7.)  S(x,y)  =  o, 

so  ist  diese  Gleichung  eine  singulare  Lösung  der  gegebenen 
Differential -Gleichung.  Es  galt  nämlich  der  Satz:  „Die  Um- 
hüllung*- Curve  (Envehppe)  hat  in  den  Punkten,  welche  sie  mit 
einer  der  Curven  der  gegebenen  Curvenschaar 

G(z,y,q  =  0 


492  §  87.    Singulare  Auflösungen. 

gemein  hat,  auch  die  Tangente  mit  dieser  Ourve  gemein.61  (D.-R., 
§  117.)    Im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  hat  daher 

denselben  Werth,  gleichviel  ob  man  annimmt,  dass  der  Punkt  P 
ein  Punkt  auf  einer  Curve  der  durch  Gleichung  (3.)  dargestellten 
Curvenschaar  ist,  oder  ob  man  den  Punkt  P  als  einen  Punkt 
der  Umhüllungscurve  mit  der  Gleichung  (7.)  ansieht. 

Umgekehrt   lässt    sich   auch    zeigen,    dass    zwischen   der 
allgemeinen  Lösung 
(8.)  (?0r,y,C)  =  O 

und  der  singulären  Lösung 
(9.)  S(x,y)  =  Q 

einer  Differential-Gleichung  erster  Ordnung  immer  dieser  Zu- 
sammenhang besteht.  Durch  Differentiation  der  Gleichung  (7.) 
erhält  man  nämlich 

(10.)         Mfe+to*^^*^ 

dx       dx        dy  dx  2dx 

also 

nn  dy -      gl  (*' Vl  ^ 

K      }  dz~       G2(x,y,C) 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wird 
im  Allgemeinen  noch  die  Constante  C  enthalten.    Damit  dieser 

Werth  von  -jL  in  den  durch  Gleichung  (2  a.)  vorgeschriebenen, 

Mix  v) 
nämlich  in  — _y;  ,y; »  übergeht,  muss  man  also  den  Werth  von 

C  aus  Gleichung  (8.)  ausrechnen  und  in  Gleichung  (11.)  ein- 
setzen.   Bringt  man  z.  B.  Gleichung  (8.)  auf  die  Form 
(8  b.)  C—(f(x,y% 

so  geht  Gleichung  (11.)  über  in 

V*->  dx'       e2[r,y,f,(*,y)]  N(x,y) 

Es  ist  nun  die  Frage,  wie  ist  es  möglich,  dass  man  aus 
irgend  einer  anderen  Gleichung 


§  87.    Singulare  Auflösungen.  493 

(13.)  S(x,y)  =  0 

denselben  Werth  von  -/  erhält? 
dx 

Bestimmt  man   zur  Beantwortung  dieser  Frage  jetzt  die 

Grösse  C  so,  dass  für  alle  Werthe  von  x  und  y 

(14.)  G(z,y,  C)=S(z,y) 

wird,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung 

(15.)  C=xf)(x,y). 

Dabei  sind  die  Functionen  <p(x,y)  und  *p{x,y)  möglicher 
Weise  zunächst  von  einander  verschieden',  da  aber  nur  solche 
Werthe  von  x  und  y  in  Betracht  kommen,  für  welche  Sfay) 
und  deshalb  nach  Gleichung  (14.)  auch  G(x,y}  C)  verschwindet, 
so  werden  die  Werthe  von  y  (*>  y)  und  ip  (x,  y)  für  die  betrach- 
teten Werthe  von  x  imd  y  einander  gleich,  so  dass  man 

C=\p(z,y)  =  <p(x,y) 
und 
(16.)  G  (*,  y,  C)  =  G  [z,  y,  9  (r,  y)]  =  0 

erhält.  Durch  Differentiation  findet  man  hieraus,  indem  man 
y  und  C  als  Functionen  von  x  beti-achtet, 

^17°  dz  ~  dx*  dy  dx*  ÖC  dx  ~~  ° 

Damit  nun  diese  Gleichung  denselben,  durch  Gleichung  (2  a.) 
vorgeschriebenen  Werth  liefert  wie  Gleichung  (12.),  muss 

sein.    Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder 

an  £-. 

ist,  wenn  also  C  wirklich  eine  Constante  ist,  oder  wenn 

<9in                                 dG(xiy,C)  _ 
(20.)  ^ -0 

wird.  Gilt  Gleichung  (19.);  so  erhält  man  das  allgemeine  Inte- 
gral, gilt  dagegen  Gleichung  (20.),  so  braucht  C  keine  Constante 
zu  sein;   man  findet  dann  durch  Elimination  von    C  aus   den 
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Gleichungen  (16.)  und  (20.)  eine  Gleichung,   welche   mit   der 
Gleichung 

Ä(*,y)  =  0 
gleichbedeutend  ist,  d.  h.  man  findet  die  singulare  Lösung.   Die 
allgemeine  Lösung  stellt  daher  immer  eine  Schaar  von  Curven 
dar,  welche  die  der  singulären  Lösung 

entsprechende  Curve  zur  UmhüUungscurve  haben. 


§  88. 

Uebungs-Beispiele. 

Schon  in  §  86  sind  zwei  Differential-Gleichungen  integrirt 
worden,  die  eine  singulare  Lösung  zulassen.    In  Aufgabe  5  hatte 
man  für  die  Differential-Gleichung 
(1.)  yp2  —  2xp  +  y  =  0 

das  allgemeine  Integral 

(2.)  G(x,y,C)  =  y*  —  2Cx+C*=0 

gefunden.    Die  UmhüUungscurve  (Enveloppe)  erhält  man  durch 
Elimination  von  C  aus  Gleichung  (2.)  und  aus  der  Gleichung 

(3')  ÖG^'C)  =  —  2z+2C  =  0,   oder    C  =  x. 

Dies  giebt 
(4.)  y2  —  *2  =  0,     oder    y  =  ±x. 

Die  Gleichung  der  Enveloppe  stimmt  also  überein  mit  der 
singulären  Lösung  der  Differential-Gleichung. 


In  Aufgabe  6  hatte  man  für  die  Differential-Gleichung 

cp 


(5J  »=>*  +  i7fJl3 


das  allgemeine  Integral 

(6.)  G(x,y,C)-. 

gefunden.    Die  Gleichung  der  Curve,  welche  von  diesen  geraden 


(6.)  G(x,y,  C)  =  y-G*-     J£—  =  0 
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Linien  eingehüllt  wird,  erhält   man,  indem  man  C  aus  der 
Gleichung  (6.)  und  aus  der  Gleichung 

(7  \  dG(',y,  0)  c 

dc  (i  +  c*)  y\  +  c*  ~ 

eliminirt    Setzt  man  dabei  wieder 

so  folgt  ans  den  Gleichungen  (6.)  und  (7.) 

(90  *  =  c  cos3*,    y  =  c  sin3*, 

oder 

(10.)  **  +  y*  =  c*. 

Die  Gleichung  der  Enveloppe,  nämlich  die  Gleichung  der 
Astroide,  giebt  also  die  singulare  Lösung  der  Differential- 
Gleichung. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
("•)  y2  —  2*W  +  (1  +  ^2)/?2  -  ! 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man   Gleichung  (li.)  nach  y  auflöst 
erhält  man  ' 

(12-)  y  =  xp±Yi=& 

daraus  folgt  durch  Differentiation 

(13.)  p^p  +  .^^J^f, 

ctx     yi — p2  dx 

oder 

(13a.)  (X  +  ^==)?P  =  0 

Diese  Gleichung  wird  befiiedigt,  wenn  man  entweder 
W  1  =  0,    also   P  =  %=C,' 

oder 

(15.)         *  +  yiP_  2  =  0>    also    ±Vi=p~*=?- 
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setzt.    Gleichung  (14.)  giebt  das  allgemeine  Integral;  indem  man 
nämlich  den  gefundenen  Werth  von  p  in  Gleichung  (11.)  ein- 
setzt, erhält  man 
(16.)      G(z, y,  C)  =  y2  —  2Cxy  +  C*(l  +  **)  —  1  =  0. 

Aus  Gleichung  (15.)  dagegen   ergiebt  sich  die  singulare 
Lösung,  und  zwar  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (12.) 

(17.)  ?  =  *,+£  =  £(!+*'),    P=^ 


oder,  wenn  man  diesen  Werth  von  p  in  Gleichung  (11.)  einsetzt* 

1+S2    -1' 


2  2*V 

y2 *- 


i  +  *2   '   1  + 
oder 

(18.)  y2-X2=l. 

Dieselbe  Gleichung  findet  man  aber  auch,  wie  man  ohne 
Weiteres  erkennt,  wenn  man  die  Enveloppe  der  durch  die 
allgemeine  Lösung  in  Gleichung  (16.)  dargestellten  Curvenschaar 
bestimmt.  Dies  geschieht  durch  Elimination  von  C  aus  Glei- 
chung (16.)  und  aus 

(19.)  dgfoy>C)  =  _  2xy  +  2C(1  +  z>)  =  0,  oder  C  =  jSLf 

Dieses  Beispiel  führte  Taylor  auf  die  Entdeckung  der  singu- 
lären  Lösungen. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(20.)  ydx  —  zdy±a  }/dx2  +  dyl  =  0 

integriren. 

Auflösung.  Die  gegebene  Differential-Gleichung  kann  man 
auf  die  Form 


(21.)  y=^T«Vl  +  /2 

bringen,  aus  der  durch  Differentiation 


oder 


dp  _  p        dp 

p=p  +  x  —  +  a    .  -£-  j 

r      r  dz  Vl+p*   äx 
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folgt.    Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

(23.)  |  =  0,    also    f  =  %=0 

setzt.    Trägt  man  diesen  Werth  von  p  in  die  Gleichung  (21.) 
ein,  so  erhält  man 

y  =  Cz  +  «Vl+  C2, 
oder 
(24.)      G(:r,y,  (?)  =  y2— 2Gry  +  C2*2 -- a2(l  +  C2)  ==  0. 

Dies  ist  die  allgemeine  Lösung  der  gegebenen  Differential- 
Gleichung.  Die  singulare  Lösung  findet  man  aus  Gleichung  (22.), 
indem  man 

(25.)  x  +  -j^P- —  =  0,    oder     ±  Vl+p2  =  22 

;  yr+p*  x 

setzt    Dies  giebt  in  Verbindung  mit  Gleichung  (21.) 
(26.)    y=px-^.  =  E^-a^,    oder   />=j^r 

Bringt  man  Gleichung  (21.)  noch  auf  die  Form 

y2  —  2xyp  +  afy2  =  a2(l  +p2), 
oder 
(27.)  y2  —  2xyp  +  (s2  —  a2)/)2  —  a2  =  0 

und  setzt  den  eben  gefundenen  Werth  von  p  ein,  so  erhält  man 

(28.)  *2  +  y2  —  a2  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  findet  man  aber  auch,  wie  man  ohne 
Weiteres  erkennt,  wenn  man  die  Enveloppe  der  durch  die 
allgemeine  Lösung  in  Gleichung  (24.)  dargestellten  Schaar  gerader 
Linien  bestimmt.  Dies  geschieht  durch  Elimination  von  C  aus 
Gleichung  (24.)  und  aus 

(29.)  6G{q£  C)  =  —  2xy  +  2C(s2— a2)=0,  oder  C  =  _i3L.. 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(30.)  {*p  —  y){x  —  yp)  =  *p 

integriren. 

Stegemann- Kiepert,  Integral- Rechnung.  32 
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Auflösung.    Setzt  man 


(81.)  x  =  Yz  +  u,  y  =  yz—u,  also  2z  =  x*  +  v*,  2u  =  z*—y*, 
so  wird 


(M.)*=^+*.     dy=dz-±,  (dz-du)VT+ü^ 

2Vz  +  u        *       2Yz—u      *       (dz  +  du)Yz  —  u 

/00  N  2  (udz  —  *<fa)  2rfw  Vz  +  u 

(88.)     xp  —  V=        *  L_,    x  —  yp=         r    J    . 

(dz  +  au)  y  z  —  «  dz  +  du 

Trägt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (30.)  ein,  so  erhält 

man 

±(udz—  zdu)  du\z  +  u      2(dz  —  du)  Yz  +  u 

(dz  +  dupY*11^       ~~   (dz  +  du)Yz^u' 
oder 
(34.)  <fe2  —  2*<fetf«  +  (2z  —  1)  rfw2  =  0. 

dz 
Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  -j-  mit   pt ,    so    erhält 

Gleichung  (34.)  die  Form 

(35.)  pS  —  2up1+2z  — 1  =  0,    oder    u  =  P*  +  **~1- 

Indem  man  diese  Gleichung  nach  u  differentiirt,  findet  man 

»(*t  +  *)-hH»-l)J 

1 5? 

oder 

(36.)  (Pi*-2z  +  l)&  =  0. 

Hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral,  indem  man 

(37.)  £~  =  0'     also    Pi  =  ° 

setzt  und  in  die  Gleichung  (35.)  einträgt.    Dies  giebt 

(38.)  2z  —  2Cu  =  1  —  C2, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (31.) 

(39.)       Gfay,  C)  =  *i  +  y»-C(**  — y*)  —  l+C*  =  0, 

oder 
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(40.) 


r*=L 


l  +  C  '  1— c 

Dieser  Gleichung  entspricht  eine  Schaar  concentrischer 
Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Die  singulare  Lösung  findet  man,  wenn  man  in  Gleichung 
(36.)  den  Factor 

(41.)  pi*  —  2z  +  1  =  0,    also    px  =  ±]/2z-r-l 

setzt  und  in  die  Gleichung  (35.)  einträgt.    Dies  giebt 
(42.)    2  (2z  —  1)  +  2u  Y2z  —  l  =  0,    oder    u  =  ±  J/2*  —  1, 

wobei  der  Fall  ±  Y2z —  1  =  j»,  =0,  welcher  ein  particuläres 

Integral  (C=  0)  liefert,  ausgeschlossen  ist.    Daraus  folgt 

(43.)  ui  =  2z—  1, 

oder  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (31.) 

(44.)  x*  —  2*y  +  y4  —  4*2  —  4y*  +  4  =  0, 

oder 

(44a.)  (x  +  y+V2)(z+y— V2)(x  —  y+|/2)(.r  —  y  — 1/2)  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  findet  man,  wenn  man  die  Enveloppe 
der  durch  Gleichung  (39.)  dargestellten  Curvenschaar  bestimmt, 
indem  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

(45.)<9g(^C')  =  -(^-^)  +  2C  =  0,    oder     0=*=* 

den  variablen  Parameter  C  eli- 
minirt. 

Der  Gleichung  (44.)  oder 
(44  a.)  entspricht  ein  System 
von  4  geraden  Linien  (Fig.  131), 
die  sämmtliche  Curven  der 
durch  Gleichung  (40.)  gegebenen 
Curvenschaar  berühren.  Gleich- 
zeitig stellt  jede  dieser  geraden 
Linien  eine  singulare  Lösung 
der  vorgelegten  Differential- 
Gleichung  dar.  Setzt  man  z.  B. 
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(46.)  x  —  y+Y2  =  0,    oder    y  =  s+]/2, 

also 

(47.)  p  =  1, 

und  trägt  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (30.)  ein,  so  erhält 

man 

(X  —  Z—Y2)  (X  —  Z—Y2)  =  (— ]/2)*  =  2 
und  erkennt,  dass  Gleichung  (80.)  durch  diesen  Werth  von  y 
befriedigt  wird. 

§  89. 

Isogonale  Trajectorien. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  193  und  194.) 
Wenn  ein  System  von  Curven,  welches  durch  die  Gleichung 
(1.)  F(z,9,u)  =  0 

mit  dem  variablen  Parameter  u  gegeben  ist,  von  einer  anderen 
Curve  nach  einem  bestimmten  Gesetze  geschnitten  wird,  so  nennt 
man  diese  schneidende  Curve  „eine  Trajectorie"  des  gegebenen 
Curvensystems. 

Unter  den  Trajectorien  sind  besonders  bemerkenswerth  die 
isogonalen  Trajectorien,  welche  ein  System  von  Curven  unter 
einem  gegebenen  Winkel  i>  schneiden.  Ist  dieser  Winkel  #  ein 
rechter  Winkel,  so  nennt  man  die  schneidende  Curve  „eine  ortho- 
gonale Trajectorie". 

Um  die  Differential-Gleichung  zu  finden,  welcher  die  isogo- 
nalen Trajectorien  genügen  müssen,   gebe  man  dem  variablen 
Fig.  182.  Parameter  u  in  Gleichung  (1.) 

Y  zunächst      einen      bestimmten 

Werth,  d.  h.  man  greife  aus 
dem  gegebenen  Systeme  eine 
bestimmte  Curve  heraus.  Der 
Winkel,  welchen  die  Tangente 
dieser  Curve  (Fig.  132)  im 
Punkte  P  mit  der  positiven 
Eichtung  der  X-Axe  bildet,  sei 
«,  dann  ist  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  16  und  88  der  Tabelle 
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W  «"-A  *i(*,y,«) 

wobei  die  partiellen  Ableitungen  von  F(z,  y,  u)  nach  z  und  y 
bezw.  mit  J^(r,y,  u)  und  JFJfoy,*)  bezeichnet  worden  sind. 
Nennt  man  nun  die  laufenden  Coordinaten  der  isogonalen  Tra- 
jectorie  x4,  y'  und  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  dieser 
Trajectorie  im  Punkte  P*  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe 
bildet,  «',  so  ist 

Damit  nun  diese  beiden  Tangenten  den  Winkel  &  mit  ein- 
ander bilden,  muss 

(4.)  «'  =  «+,'> 

sein.    Dies  giebt 

(5.)  ^.„(„.^.«^Ä». 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.) 

_F\ix±y1u) 
(a\  djL  _         fl(«.*")  ^  S     ^F2Ur*-Fx 

F2(x,y,u)   e 
wobei  der  Kürze  wegen  i5)  und.l^  statt  Fx  (z,y,u)  und  F2{z,y^u) 
gesetzt  ist.     Multiplicirt    man   auf  der   rechten   Seite    dieser 
Gleichung  noch  Zähler  und  Nenner  mit  cos#,  so  erhält  man 
(rm .  dtf  _  l^sinft  — Jjcosfl 

(im)  dz'~~  l^cos^  +  ^sintf' 

Jetzt  wird  aber  verlangt,  dass  die  Tangenten  an  die  beiden 
Curven  in  einem  Schnittpunkte  derselben  gelegt  sind,  d.  h.  die 
Punkte  P  und  Pi  müssen  zusammenfallen,  wie  es  in  Figur  132 
bereits  angenommen  worden  ist;  es  wird  also 

*'  =  *,   y'  =  y, 

so  dass  Gleichung  (7.)  übergeht  in  die  Gleichung 

(8.)      (Fxcos&— F2sind^)dz+(Fxsin&+F2<md')dy  =  0. 

Im  Allgemeinen  werden  hierbei  jF;  und  F2  noch  Functionen 
von  u  sein,   so  dass  die  Curve,   für  welche  die  Differential- 
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Gleichung  (8.)  gilt,   nur  diese   eine,   dem  bestimmten   Werthe 
von  u  entsprechende  Curve  unter  dem  Winkel  #  schneidet. 

Damit  sämmtliche  Curven  des  gegebenen  Curvensystems 
unter  dem  Winkel  t>  geschnitten  werden,  muss  man  Gleichung 
(1.)  in  Bezug  auf  u  auflösen  und  den  gefundenen  Werth  von  u 
in  Gleichung  (8.)  einsetzen,  oder  man  muss,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (8.)  die  Grösse  u 
eliminiren.    Dadurch  erhält  man  eine  Gleichung 

welche  die  Differential-Gleichung  der  gesuchten  isogonalen  Tra- 
jecUn-te  ist. 

Bei  der  Integration  dieser  Differential- Gleichung  erster 
Ordnung  tritt  eine  Integrations-Constante  C  auf,  die  man  noch 
willkürlich  bestimmen  kann.  Deshalb  giebt  es  zu  dem  Curven- 
System 

eine  ganze  Schaar  isogonaler  Trajectorien. 

Bei  den  orthogonalen  Trajectorien  ist  &  ein  rechter  Winkel, 
dann  wird  also 

(10.)  sin#=l,    cos#  =  0, 

so  dass  Gleichung  (8.)  übergeht  in 
(11.)  —  Eßx  +  Fxdy  =  0. 

Die  Differential -Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien 
findet  man  also,  indem  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (11.) 
den  variablen  Parameter  u  eliminirt. 


§  90. 

Uebungs-Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel-TAbelle  Nr.  196-199.) 
Aufgabe  1.    Durch  die  Gleichung 

(i.)  F(*,y,*)  =  y  —  «*  =  o 

ist  eine  Schaar  von  geraden  Linien  gegeben,  welche  sämmtlich 


§  90.    Uebungs- Aufgaben. 


503 


durch  den  Nullpunkt  hindurchgehen;  *%•  i**- 

man  soll  die  Gleichung  der  Trajec- 
torien  aufsuchen,  welche  alle  diese 
Geraden  unter  dem  Winkel  &  schnei- 
den. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (1.) 
folgt  durch  partielle  Differentiation 
(2.)  Ft=-u,  1^  =  1, 
deshalb  findet  man  aus  Formel 
Nr.  193  der  Tabelle  für  die  isogo- 
nalen Tr^jectorien  die  Differential- 
Gleichung 

(3.)       ( — wcos# —  sw&)dx+( — usin#+cos#)dy  =  0, 
wobei  aber  noch  nach  Gleichung  (1.) 


x 


zu  setzen  ist.    Dies  giebt 

(50     ( — V  cos^  —  xwid)  dx+  (—  y  sin#  +  x  cos#)  tfy  =  0, 

oder,  wenn  man  durch  — sin#  dividirt, 

(5  a.)  (xdx  +  ydy)  +  ctg  #  (ydx  —  xdy)  ==  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wird  ein  vollständiges 
Differential,  wie  aus  den  Bemerkungen  in  §  84,  Seite  476  und 
477  hervorgeht,  wenn  man  durch  den  integrirenden  Factor 
x1  +  y2  dividirt,  und  zwar  erhält  man  aus 

xdx  +  ydy  ydx-xdy  =Q 

x2  +  y2  ^         x*  +  y2 

nach  den  damals  angegebenen  Regeln 

(7.)  i(y^qT2)-ctg^.arctg(|)==:ia 

Diese  Gleichung  wird  noch  wesentlich  einfacher  durch  Ein- 
führung von  Polarcoordinaten,  indem  man 

x  =  r  cosy,    y  =  r siny,    also  Vx2+  y1  =  r,    arctg (-)  =  <P 

setzt  und  den  constanten  Factor  ctg  #  mit  a  bezeichnet.    Da- 
durch geht  Gleichung  (7.)  über  in 
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(8.)  lr  =  IC  +  <up  =  1(C .  «•*), 

oder 

(9.)  r  =  C.e°*. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale,  welche 
für  die  verschiedenen  Werthe  der  Integrations-Constanten  C  ver- 
schiedene Lagen  einnimmt. 

In  dem  Falle,  wo  #  gleich  90°  ist,  wird  ctg#  =  0.  so  dass 
dann  Gleichung  (7.)  übergeht  in 

(10.)  1(V^T72)  =  1C',    oder    x*  +  y*=C\ 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Schaar  concentrücher  Kreise. 

Aufgabe  2.    Durch  die  Gleichung 
(11.)  >(*,  y,  «)  =  *»  —  2u  (y  —  xV*)  =  0 

ist  eine  Schaar  von  Parabeln  gegeben:  man  soll  diejenigen 
Curven  aufsuchen,  welche  alle  diese  Parabeln  unter  einem  Winkel 
von  ±60°  schneiden. 

Auflösung.    Hier  ist 
(12.)     &  =  ±  60°,    also    8in#  =  ±  £J/3,    cos#=  i, 
(13.)     Fi  =  2x  +  2*1/3 ,     JP2  =  —  2u, 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  193  der  Tabelle  für  die 
isogonalen  Trajectorien  die  Differential-Gleichung 

(14.)  {x  +  uYs±uY3)dx  +  [±  (x  +  uys)Ys— u]dy  =  0. 

Für  das  obere  Zeichen  erhält  jnan  daher 
(15.)  (x  +  2uY3)dx  +  (^3  +  2u)dy  =  0, 

wobei  aber  nach  Gleichung  (IL) 

(16.)  2u  = — = 

v  y  —  xYs 

einzusetzen  ist.    Dies  giebt 

oder,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  * —  multiplicirt, 

(17.)  ydx  +  (yV3—  2x)  dy  =  0. 

Da  in  dieser  Gleichung  die  Coefflcienten  von  dz  und  dy 
homogene  Functionen  gleichen  Grades  sind,  so  setze  man 
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(18.)  y  =  xz,     dy  =  xdz+zdx. 

Dadurch  erhält  man,  wenn  man  Gleichung  (17.)  noch  durch 
x  dividirt, 

zdx  +  (zYS—  2)(xdz  +  zdz)  =  0, 
oder 

(19.)  (z*\/S  —  z)  dx  +  (z  yi—  2)  xdz  =  0, 

(20.)  f^-       (gV8— 2)<fc=       2cfc         Vsdz 

*  ~~     z(z]/$— i)  ~     *    «yäf—  i ' 

also 

(21.)  \x  =  1(*V8  —  1)  —  2U+1C,     < 

oder 

(22.)  a**  =  £7(2^3  —  1). 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.) 

(23.)  y2==C(yV3  —  x). 

Diese  Gleichung  stellt  ebenfalls  eine  Schaar  von  Parabeln 
dar,  und  zwar  geht  Gleichung  (11.)  in  Gleichung  (23.)  über, 
wenn  man  x  mit  y  und  2w  mit  — C  vertauscht. 

Wenn  man  dagegen  in  Gleichung  (14.)  das  untere  Zeichen 
beachtet,  so  erhält  man 

(24.)  xdx  —  (ar}/3  +  4«)  dy  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (16.) 

^-(^+^f)rfy=0' 

y  zV& 

also,   wenn  man  diese  Gleichung  mit  * —  multiplicirt, 

(25.)  {y  —  xVs)  dx  —  (j/Ys  — x)dy=  0. 

Auch  hier  sind  die  Coefficienten  von  dx  und  dy  homogene 
Functionen  gleichen  Grades,  folglich  wendet  man  wieder  die  in; 
den  Gleichungen  (18.)  angegebene  Substitution  an  und  erhält 

(z  — 1/3  )  dx— (zYs  —  1)  (xdz  +  zdx)  =  0, 
oder 


V3). 

VT 
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(26.)  (z^V3—  2z+Ys)dx+  {zV%—  l)«fa=  0, 

<27-)  z  ~      ^^3— 2z+V3  2    **y3—  2s  + 

folglich  wird 

1(*2)  +  I^VS  -  2r  +  1/3)  =  IC, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.) 
(28.)  («H-^VF— 8*y==C. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Schaar  von  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsen,  deren  Axen  die  Winkel  zwischen 
den  Coordinaten-Axen  halbiren. 

Aufgabe  3.    Durch  die  Gleichung 
(29.)  F(z,  y,  u)  =  y*  —  ux  =  0 

ist  eine  Schaar  von  Parabeln  mit  gleichem  Scheitel  und  gleicher 
Axe  gegeben  (Fig.  134);  man  soll  die  rechtwinkligen  {ortho- 
gonalen) Trajectorien  ermitteln. 

~      ~  AuflSsung.    Hier  ist 

(30.)     F,  =  — «,    E2  =  2y, 


folglich  findet    man    nach    Formel 
Nr.  194  der  Tabelle 

X(31.)  2ydx  +  udy  =  0, 

wobei  aber  nach  Gleichung  (29.) 

(32.)  *  =  ^ 

zu  setzen  ist.    Dies  giebt 


2ydx  +  £-  rfy  =  0,    oder    2xdx  +  ydy  =  0. 


(33.) 


Daraus  folgt  durch  Integration 
(34.)  2*»  +  y*  =  C. 

Dies  ist  eine  Schaar  von  ähnlichen  und  ähnlieh  liegenden 
Ellipsen. 

Aufgabe  4.    Durch  die  Gleichung 


(35.) 


Fix,  y,  «0  = 


—L l_2 


1  =  0 
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ist  eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  gegeben,  wobei  der  variable 
Parameter  u  alle  Werthe  von  —  b2  bis  +  oo  durchläuft.  Wenn 
dagegen  u  alle  Werthe  von  — a2  bis  — b2  durchläuft,  so  stellt 
Gleichung  (35.)  eine  Schaar  confocaler  Hyperbeln  dar.  Man  soll 
für  beide  Fälle  die  rechtwinkligen  {oithogonalen)  Trajectorien 
bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(36.)  15=     **        e i  =  r^r-' 

1       a2  +  u        *      b1  +  u 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  194  der  Tabelle  für  die 
orthogonalen  Trajectorien  die  Differential-Gleichung 

(37)  ydx      I      Xdy    -0 

wobei  man  noch  den  variablen  Parameter  u  aus  den  Gleichungen 
(35.)  und  (37.)  in  folgender  Weise  eliminiren  kann.  Aus  Glei- 
chung (37.)  findet  man 

b2  +  u      a2  +  u 
setzt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  (35.)  ein  und  bezeichnet 
man  a2 — b2  mit  e2,  so  erhält  man 

(39.)        a2  +  u  =  x  (x  +  yp\     b2  +  u  =  x(x  +  yp)  —  e2, 
und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (35.)  einsetzt, 

*    i      y2      -  i 


f__xyp 


z  +  yp    x(*+yp) — «2 
oder 

(40.)  (*  +  yp)  (y  —  xp)  =  —e2p. 

Diese  Differential -Gleichung  fiir  die  orthogonalen  Trajec- 
torien lässt  sich  ähnlich  behandeln  wie  die  in  §  88,  Aufgabe  3. 
Man  setze  nämlich 

(41.)  **  =  *  +  *,     y2=z  —  tf,     also     2z  =  z2  +  y2,     2l  =  a2  —  y2, 

dann  wird 

(42.)  dz  =  (z+yp)dx,     dt={x  —  yp)dx, 

also,  wenn  man  -r  mit  px  bezeichnet, 

(43)  JJ?-g-*+y/»  fl_*(A— 1) 
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(44.)  ,  +  yp==_^,       ,_„  «_-*-. 

Deshalb  geht  Gleichung  (40.)  über  in 

±xp\(*  —  1p\)  __       e*x(pt  —  l) 

y(Pi  +  D2    ~      y(ft  +  «  ' 
oder 

(45.)  4A  (r  -  fr)  =  -  •*  (p,2-l). 

Diese  Gleichung  kann  man  auf  die  Form 

(46.)  *  =  fr ^ 

bringen  und  erhält  daraus  durch  Differentiation  nach  t 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

(48.)  Ift^0'    abo    ^  =  Cr 

setzt.    Indem  man  diesen  Werth  von  p{  in  Gleichung  (45.)  ein- 
trägt, erhält  man 

4C(s—  fC)  =  e2(i—  C2), 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (41.) 

2C*2(1— C)  +  2Cy2(l+C)  =  *»(i— (?*),' 
oder 

f49)  2C*2    i    2gy2    -i 

<•    ;  «»(1  +  V)     •*  (i — C)  ~ 

Führt  man  jetzt  statt  der  Integratioiis-Constanten  (7  einen 
variablen  Parameter  x  ein,  indem  man 

<».)  g'^  +  ll  +  fc' 

also 

2C       =  a2  +  *>         2C       =J2  +  * 
setzt,  so  geht  Gleichung  (49.)  über  in 

(51.)  -^!_+^L=i# 

Diese  Gleichung  stellt  wieder  eine  Schaar  confoccUer  Ellipsen 
und  Hyperbeln  dar,   welche  mit   der  gegebenen  Curvenschaar 


I 
i 
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identisch  ist.  Dabei  schneiden,  wie  bereits  bekannt  ist,  in  der 
That  die  sämmtlichen  Hyperbeln  die  sämmtlichen  Ellipsen  recht- 
winklig. 

Hätte  man  in  Gleichung  (47.),  um  die  singulare  Lösung  zu 
erhalten,  den  Factor    . 

(52.)         t  —  *2(P]2  t  X)  =  0.    oA&    P\ 2 («  —  *2)  =  «2 

gesetzt,  so  wurde  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  nach  Glei- 
chung (46.) 

(53.)  4fr*  =  ft2  (4*  —  e*)  +  e* 

ist,  die  Gleichungen 

4p1*  =  2*2,     oder    4/>12*2=<?4,    also    4z2=e2(4*  —  *2) 
gefimden  haben.    Dies  giebt,  wenn  man  die  Werthe  von  z  und 
t  aus  den  Gleichungen  (41.)  einsetzt, 

(**+  y2)2  =  e\2z*  —  2y2  —  e2), 
oder 
(54.)  (a:2— e2)2  =  —  y2(2s2+y2+2<?2). 

Die  singulare  Losung  liefert  also  eine  imaginäre  Curve,  denn 
Gleichung  (54.)  kann  durch  reeUe  Werthe  von  x  und  y  nicht 
befriedigt  werden. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Integration  der  für  die  orthogo- 
nalen Trajectorien  gefundenen  Differential-Gleichungen  in  ge- 
schlossener Form  nicht  ausführbar  sein;  deshalb  ist  es  von  Inter- 
esse, einige  Fälle  hervorzuheben,  wo  die  Integration  durch 
Trennung  der  Variabein  unmittelbar  bewirkt  werden  kann.  Die 
gegebene  Curvenschaar  habe  die  Gleichung 
(55.)  F(x,  y,  u)  =f(x)  +  g  (y)  —  u  =  0, 

wobei  f(x)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  und 
g  (y)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  sein  möge; 
dann  wird 

(56.)  *;=/'(*),   ^  =  y'(y), 

so  dass  die  Differential-Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien 
(vergl.  Formel  Nr.  194  der  Tabelle)  in 

—  g'(y)dx+f'(x)dy  =  0, 
oder 
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(57)  jh__dy_ 

übergeht.    Danach  kann  man  ohne  Weiteres  die  folgenden  Auf- 
gaben behandeln. 

Aufgabe  5.     Man  soll    die  orthogonalen   Trajectorien    der 
Curven  mit  der  Gleichung 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(59.)  /(*)=©"»    *9)~(ff> 

also 

(6».)      /w-=e-r-  *«-wr 

folglich  findet  man  nach  Gleichung  (57.)  für  die  orthogonalen 
Trajectorien  die  Differential-Gleichung 

fßi  >  2!  _*L— *ü     dy 

Die  Fälle,  wo  u  =  2  oder  0  =  2  ist,  muss  man  besonders 
untersuchen.  Ist  z.  B.  a  =  2  tauf  0  =  2,  so  geht  Gleichung  (61.) 
über  in 

(62.)  a*.dJL  =  ».dJL, 

J  x  y 

folglich  wird 

(63.)  b*\y  =  a*h;  +  lC,    oder    yhb  =  Cxaa. 

Dagegen  findet  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  «  ^  2, 
0  2  2  ist,  aus  Gleichung  (61.)  durch  Integration 

(64.)  aaß{ß  —  2)x2-"  =  b?u(a  —  2)y*-*  +  C. 

Ist  z.  B. 

2  2 

a=  1,    8  =  1,    «  =  3'     ^=3' 

und  vertauscht  man  w  mit  «3,  so  geht  Gleichung  (58.)  über  in 
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(65.)  J+y$  =J, 

d.  h.  die  gegebene  Curvenschaar  ist  eine  Schaar  ähnlicher  und 
ähnlich  liegender  Astroiden. 

Für  die   orthogonalen  Trajectorien  findet  man  dann  aus 
Gleichung  (64.) 

(66.)  **-y*=t£ 

Man  kann  das  angegebene  Verfahren  auch  dann  noch  an- 
wenden, wenn  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar  die 
Form 
(67.)  /(*).*(?)  — «  =  0 

hat,  weil  man  sie  durch  die  Gleichung 

(68.)  F(x,  y,  u)  ==  \f{x)  +  \g(y)  —  lu  =  0 

ersetzen  kann.    Dann  wird 

(69.)  *,=4#.     *«*$' 

so  dass  man  aus  Formel  Nr.  194  der  Tabelle  für  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  die  Differential-Gleichung 

ff(y)        /(*)   y 
oder 

(70.)  ^dx^^\dy 

erhält. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  orthogonalen  Trajectorien  für  die 
verallgemeinerten  gleichseitig  m  Hyperbeln  mit  der  Gleichung 
(71.)  xmyH  =  u 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(72.)      f{x)  =  x~,  g(y)  =  y»,  f(x)  =  mx"-\  giy)  =  mf-\ 

folglich   ergiebt  sich  aus  Gleichung  (70.)  für  die  orthogonalen 
Trajectorien  die  Differential-Gleichung 
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(73.)  2mydy  =  2nxdx\ 

die  orthogonalen  Trajectorien  selbst  haben  daher  die  Gleichung 

(74.)  my*  =  nz*+C. 

Ist  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar  in  Polar- 
coordinaten  ausgedrückt,  geht  man  also  von  der  Gleichung 
(75.)  F(r9g>,u)  =  0 

aus,  so  ist  der  Winkel  i*,  welchen  die  Tangente  im  Curven- 
punkte  P  mit  dem  zugehörigen  Radiusvector  bildet,  durch  die 
Gleichung  (vergl.  D.-E.,  Formel  Nr.  109  der  Tabelle) 

(76.)  tg,  =  $ 

gegeben.    Bezeichnet  man  vorläufig  die  Coordinaten  einer  ortho- 
Fig  135.  gonalen  Trajectorie  mit  r1,  y*  und  den 

Winkel,  welchen  die  Tangente  dieser 
Curve  mit  dem  zugehörigen  Radius 
vector  bildet,  mit  p\  so  ist 

(77)  *,-t£. 

.X     Nun  soll  fi'  —  p  =  90°  sein,  deshalb 
wird 

(78.)  tg^-^^^-^^OQ, 

oder 

(79.)  1 +  *,.*,'«  1  +  1^.1^  =  0. 

Setzt  man  hierbei  der  Kürze  wegen 
(80.)  ***$&=*,     Sög^-*, 

so  folgt  aus  Gleichung  (75.) 

(m\  dv  —    ^ (r> »» tt)  —    F\ 

1      '  *-      F2(ri9,u)-       2*;' 

folglich  geht  Gleichung  (79.)  über  in 


0 
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oder,  weil    die  Berührungspunkte  P  und  P1   zusammenfallen 


(83.)  *i-^r».g  =  0.  ! 

Im  Allgemeinen  werden  hierbei  Fx  und  F2  noch  den  Parameter 
u  enthalten;  indem  man  u  ans  den  Gleichungen  (75.)  und  (83.) 
eliminirt,  erhält  man  die  Differential-Gleichung  der  orthogonalen 
Trajectorien. 

Aufgabe  7.    Die  Gleichung 

(84.)  F(r,  g>,  u)  =  r2cos(2c/>  +  2«)  —  a*COS(2«)  =  0 

stellt  eine  Schaar  von  gleichseitigen  Hyperbeln  dar,  welche  den 
Nullpunkt  zum  gemeinsamen  Mittelpunkte  haben  und  sämmtlich 
durch  den  Punkt  A  mit  den  Coordinaten  r  =  a,  <p  =  0  hindurch- 
gehen;  man  soll  die  orthogonalen  Trajectorien  bestimmen. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 
(85.)      -F,  =  2r  cos(2y  +  2ü),    F2  =  —  2r*sin(2y  +  2w), 
folglich  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

—  2r*sin(2y  +  2u)  —  2r3cos(2y  +  2m)  -?  =  0, 

(86.)  tg(2y  +  2*)  =  -r^ 

Nun  kann  man  Gleichung  (84.)  auf  die  Form 
r2cos(2y)cos(2«)  —  r*sin(2y)sin(2tt)  —  a2cos(2w)  =  0, 
oder 

bringen,  folglich  wird 

(88.)      tg(2y  +  2«)  =    tg(2y)  +  tg(2u) 

___   r^sin(2y)tg(2y)  +  ^cos(2y)— a* 
r*sin(2y)  —  tg(2y)[r-'cos(2y)  —  «»J 
r*  —  a*cos(2y) 

~~      aasin(2y) 

St«f*inftU)»Ki«ptrt,  InUgiÄl-Bechnnng.  33 
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Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (86.) 

r*-a2cos(2y)_       rd<p 
^'}  a*sin(2y)      ""        dr ' 

oder,  wenn  man 

(90.)  a2cos(2y)  =  t,    also    —  2a*sin(29>)  dtp  =  dt 

setzt, 

<M.)        §+%=*. 

Weil  dies  eine  lineare  DifferentidlrGleichung  erster  Ordnung 
ist,  setze  man 

(92.)  t  =  vz,    also    Ä  =  vdz  +  zdv, 

wodurch  man 

erhält.    Indem  man  die  Function  v  so  bestimmt,  dass  in  dieser 
Gleichung  der  Coefficient  von  *  verschwindet,  erhält  man 

(94.)       —  = 1    also    lv  =  —  lr2,    oder  v  =  -^ ; 

deshalb  geht  Gleichung  (93.)  über  in 

1  dz 
(95.)  -5  j-  =  2r,     oder    <fe  =  2r3rfr. 

Dies  giebt,  wenn  man  die  Integration  -  Constante  mit 
-fc(a4  — i4)  bezeichnet, 

(96.)    2z  ==  r4  +  a4  —  i4,     also     2t*  =  r2  +  a*~      =  2*, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (90.) 
(97.)  r4  _  2aV2cos(2y)  +  a4  ==  Ä4, 

wobei  6  der  variable  Parameter  ist. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Schaar  von  Curven  dar,  welche 
unter  dem  Namen  „CiatfstWsche  Curven  bekannt  sind  und  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  das  Product  der  Abstände  eines  jeden 
Curvenpunktes  von  zwei  festen  Punkten  mit  den  (Koordinaten 
x  =  ±  o,  y  =  0  den  constanten  Werth  b2  besitzt.    Sind  nämlich 
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JFJ  und  F2  die  beiden  festen  Punkte,  p*-we- 

die  „Brennpunkte11  genannt  werden, 

und  p, ,  q2  die  nach  einem  beliebigen 

Curvenpunkte  P  gezogenen  »Bretm- 

strahlen",  so  wird  nach  dem  Cosinus- 

satze 

(98.)  e, 2  =  r2  +  a2  —  2ra  cos  <p ,     e22  =  r2  +  a2  +  2ra  cos  y , 

also 

(99.)  qx  2^22  =  (r2  +  a2)  2  —  4aV2cos  ty  =  A4, 

woraus  sich  ohne  Weiteres  Gleichung  (97,)  ergiebt. 

Für  b  =  a  reducirt  sich  die  Gleichung  der  Cfmtm'schen 
Curve  auf 

(100.)  r2  =  2a2cos(2y) 

und  stellt  eine  Lemniscate  dar. 

Auch  hier  kann  man  Fälle  hervorheben,  in  denen  die  Inte- 
gration durch  Trennung  der  Variabein  ohne  Weiteres  ausführbar 
ist.  Hat  nämlich  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar 
die  Form 

(101.)  F(r,<f,u)=f(r)  +  g(<f)-u  =  Q, 

wobei  f(r)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  r  und 
g(ip)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  sein  möge, 
so  wird 

(102.)  *i=f{r),     F2  =  ff'(q>), 

so  dass  Gleichung  (83.)  übergeht  in 

(103.)  y(»)-f(r).r«*=0, 

oder 

(103a.)  — *-  -    d<f> 


r*.f(r)      9'df) 
Hat  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar  die  Form 
(104.)  /(*•).*(?)  =  «, 

oder,  wenn  man  1«  mit  ut  bezeichnet, 
(104a.)        F(r,  y,  «,)  =  l[/(r)]  +  l[y(9)]  - ux  =  0, 
so  wird 

83* 
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r*-m  Fi~wy 

folglich  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

(105°  if/w^-0' 

oder 

(105a.)  /&^Ä£ÖÖ*P. 

Beispiele. 

Aufgabe  8.    Durch  die  Gleichung 
(106.)  r*  cosfay)  —  u  =  0 

ist  eine  Curvenschaar  gegeben;  man  soll  die  orthogonalen  Tra- 
jectorien  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(107.)  f(r)  =  r»,    ?(9>)  =  cos(my), 

also 

/'(r)  =  nr»~\  g\<p)  =  —  m  sin(wiy), 

folglich  geht  Gleichung  (105  a.)  über  in 

dr  __       COS  (mg?)  dtp 

nr~~~        m®n(m<p) 
oder 

(los.)      •  ■*±S8-»«eM.yf», 

v       '  r  sin(wy) 

also 

m*lr  =  —  »1  [sin  (roy)]  +  ]  (7, 
(1 09.)  rmm  sinn  (/ny)  =  C. 

Für  m  =  ;*  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar 
(110.)  f^cos^y)  =  W 

und  die  der  orthogonalen  Trajectorien 
(111.)  j^sin^y)  =  v. 

Man  erkennt  unmittelbar  die  Gleichartigkeit  der  beiden 
Curvensysteme. 

Für  m  =  —  n  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Curven- 
schaar, wenn  man  -  mit  u'  bezeichnet, 
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Fi*.  137. 


(112.)  r"1  =  w  cos  (my) 

und  die  der  orthogonalen  Trajectorien 

(113.)  f"  =  l>8 

Für  m  =  1  stellt  z.  B.  die 
Gleichung 

(114.)  r  =  u'cosy 
eine  Schaar  von  Kreisen  dar, 
welche  sämmtlich  durch  den 
Nullpunkt  hindurchgehen  und 
ihren  Mittelpunkt  in  der  X-Axe 
haben,  während  der  Durch- 
messer u'  verschiedene  Werthe 
annimmt  (Fig.  137).  Die  ortho- 
gonalen Trajectorien  haben 
dann  die  Gleichung 


(115.)  r  =  t?giny 

und  sind  Kreise  mit  dem  veränderlichen  Durchmesser  v,  die 
gleichfalls  durch  den  Nullpunkt  hindurchgehen,  ihren  Mittelpunkt 
aber  in  der  F-Axe  haben. 


XIV,  Abschnitt. 

Gewöhnliche  Differential-Gleichungen 
höherer  Ordnung« 

§  91. 

Allgemeine  Bemerkungen« 

Die  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung  bieten  im 
Allgemeinen  bei  der  Integration  noch  weit  grössere  Schwierig- 
keiten als  die  von  der  ersten  Ordnung.  Man  kennt  bisher  nur 
eine  geringe  Anzahl  von  besonderen  Fällen,  in  denen  sich  die 
Integration  von  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung  in 
endlicher,  geschlossener  Form  ausführen  lässt.  Einige  von 
diesen  Fällen  mögen  hier  hervorgehoben  werden. 


§  92. 


\dmy  -, 


Integration  der  Differential-Gleichung  ^  =  ^  (^). 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  200.) 
Ist  die  mt0  Ableitung  von  y  als  Function   von  z  gegeben; 
gilt  also  die  Gleichung 

(i-)  2 =*(*). 

wobei  <p(z)  eine  bekannte  Function  der  einzigen  Veränderlichen 
x  sein  möge,  so  kann  man  das  allgemeine  Integral  sofort  be- 
stimmen.   Es  wird  dann  nämlich 

(2-}   ^^«/»W^+^^viW  +  Ci, 


§  92.  Integration  der  Differential-Gleichung  -j—j  •=•  <p  (*). 
(80    £3  =yVi  (*)&+  <?i*+  <?i  =  % (*)+  <?,*+  C2, 
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'$> 


(5.)   y=yym_1(,)^+I-^+{-L_1+...+_Tr+c'm. 

Hierbei  kann  man  noch  die  m  Integration -Constanten  Cu 
C2, . . .  Cn  so  bestimmen,  dass  die  m  Grössen 

dP^y      dP~~^y  dy 

dxm^x       dz™~1  dz      y 

für  x  =  x0  die  beliebig  vorgeschriebenen  Werthe 

annehmen. 


y*{m-'\   y0(w-2),  .  •  •  y0'>   y<> 


f<fm-\{x)dx  geht  aus  y  (#)  durch  01-malige  Integration  her- 
vor und  ist  deshalb  ein  m-faches  Integral 
(6.)  <pm (x)  = f<pm- i(x)  dx  =fdxjclx  . .  .ftp (x)  dx. 

Diesen  Ausdruck  kann  man  aber  noch  vereinfachen  durch 
partielle  Integration,  also  durch  die  Formel 

(7.)  fudo  =  uv  — fvdu. 

Bezeichnet  man  nämlich  in  den  Gleichungen  (2.)  bis  (5.) 
die  Integrationsgrenzen  mit  x0  und  x,  die  Integration- Veränder- 
liche aber  mit  z,  so  wird 

X  X  X 

(8.)  y, (x)  =f  <f{e)de,    <p2(x)  =f  y, (e)de,    <p3 (*)  =J y2 (z) de,... 

Setzt  man  jetzt 
(9.)  u  =  (p^x),     de  =  dx, 

also  mit  Rücksicht  auf  Fdrmel  Nr.  152  der  Tabelle 

v  du  =  if  (x)dx,     v  =  x, 
so  erhält  man  nach  Gleichung  (7.) 
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(10.)  (f2(x)  =J^(x)dx  =  x<px(x)—fz<p(x)dx 

%  x 

=  *f<f>  (*)  dz—fBq> (z) ds, 
folglich  wird 

X 

(11.)       9>2(x)=f(x-s)<p(*)dz. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
(12.)  y,  (*)  =  &/(*-  *)*<!>  («)rf«. 

(13.)  <p<  (x)  =  ±J(z  -  zftp  (z)dz, 


X 

(14.)  <pm{x)  =  jj^Tyft*  ~  ^VW  &• 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  folgt  dnrch  den  Schluss  von 
n  auf  n+1.    Ist  nämlich 

m 

(i5.)  <*>.(*)  =  j-L—fix-zr-wi*)**, 

oder 

(15  a.)     ?>»(*)  = 

s  * 

+ (-i)*("jiy~-'>-ifz*<r(z)dz + . . .  ±y**— v  (*)<&]• 


dmy  *>•>! 

§  92.  Integration  der  Differential-Gleichung  3J£  — v(*)- 

so   wird,   da  f*"1).»^  (*).(»— k)  ist, 

r 

(16.)  *(*)=  i    2"(-  \?Q(n-k)*-»-fr<f{e)de. 

Setzt  man  nun  in  Gleichung  (7.) 

(17.)  «  =f*<p{$)d8>    dv  ss  (n  —  *)*»-*-»<&•, 

also  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  152  der  Tabelle 
(18.)  rft*  =  z*<p(z)dT,     v  =  *»-*, 

so  erhält  man  durch  partielle  Integration 

(19.)  f(n  —  k)2*-k-idzf0k<f)(*)de  = 

*Q  «0 

*  S 

s*~y**5P  (5)  </*  — /Vty  (ar)  dir 

=  *»-yv  9  (*)  *  —f**<p(8)  dn. 

Dies  giebt 

»  « 

(20.)  ?.+,(*)  =yv»(*>fe = ^*s^1(-i)*©«"-/«*y(*)rf« 

Da  nun 

«(!_!)•_  (_!)»  =  _(_!)» 
ist,  so  geht  die  Gleichung' (20.)  Aber  in 
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X 

(2i.)        ?„+,(*)  =  ijg  (-iyQy-*fi9(z)az 

X 

=  ^J(x  —  zy<p(£)dz. 

*0 

Dies  ist  aber  eine  Gleichung,  welche  ans  Gleichung  (15.), 
entsteht,  indem  man  /*  mit  n  +  1  vertauscht. 

Man  kann  daher  das  allgemeine  Integral  von  Gleichung  (1.) 
auf  die  Form 

...+-SJJÜ-+«. 

bringen. 

§  93. 

Differential-Gleichungen  von  der  Form 

vfe,",     dxm~x/~~ 
(VergL  die  Formel-Tnbeile  Nr«  201  and  202.) 
Hat  die  gegebene  Differential-Gleichung  zunächst  die  Form 

"■>  S-/ÖD- 

so  bezeichne  man  wieder  -^  mit  ».also  -t%  mit  -—•    Dadurch 

dir         r'  dz2  dx 

erhält  Gleichung  (1.)  die  Form 

(2.) 

folglich  ist 


(2.)  g=/(p),    oder 'ä-^Jj. 


-*  +  C 


(3°  *=//(^ 

Ferner  ist  nach  Gleichung  (2.) 

(4.)  '    rfy=^=Ä; 

also 
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Durch  die  Gleichungen  (8.)  und  (5.)  sind  x  und  y  als  Func- 
tionen von  p  dargestellt.  Durch  Elimination  von  p  findet  man 
daraus  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

Beispiele, 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 


-1»® 


integrum 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (6.)  folgt 

(7.)     ±=VT+?,     «der     dx  =  -JL=,     dy  =  -A 


dx         r'  yi+/>2         Vi+p* 

(8.)       x^f-J^^lip+Yi+py  +  Ci, 

Jy\  +  p* 

(9.)      y  =  Ä  =  n+7+C.' 

Jyi+P1 
Dies  giebt,  wenn  man  die  Integrations-Constanten  Cj  und 
C2  bezw.  mit  r0  und  y0  bezeichnet, 

(10.)  |/i+^T=y_yo,     ^=±V(y-y0)i-l, 

(11.)  *  -  *0  =  l[y  -  y„  ±V(y  -yo)2-l],  . 

also 

(12.)  «-*=  y  -  y„  ±  V(y— y»)2— i, 

(13.)        *-<*-*<>>= *  =y-y.+y(y-yo)2-i> 

y— y0±K(y— y0)2-i 
Indem  man  •  die  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  addirt,   erhält 
man  schliesslich  -    * 

(14.)  ,'  2(y  —  y0)  =  «•*-'.+ «?-<*-*<>). 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Girren 
bestimmen,  bei  denen  der  Krümmungshalbmesser  die  constante 
Länge  a  hat. 


524  §  98.  Difltreolijl-Gleichniigea  von  der  FormF(jg?  J^Ji)**®- 

Nach  D.N..  Formel  Nr.  107  der  Tabelle  ist 


(I)' 

*     x  rfv  ' 
dt* 

deshalb  müssen  die  gesuchten  Curven  der  Differential  Gleichung 

genügen.    Danas  folgt 

(16.)  &-  +  - ** 

oder,  wenn  man 

(17.)      ,  =  **,  ab»  VT+ji^^,    *«-*- 

setzt, 

(18.)  rfar  =  +  acos<.<ft,     «fy  =  /*fe  =  +  asm*,  dt. 

Dies  giebt,  wenn  man  die  beiden  Integrations-Constanten 
wieder  mit  x^  und  y§  bezeichnet, 

ap 


(19.)  tf  — *i  =  +asint  =  + 


VT+? 


(20.)  y  — y0  =  +  acos<=  +  yf==T 

Indem  man  die  Gleichungen  (19.)  und  (20.)  in's  Quadrat 
erhebt  und  addirt,  erhält  man 

(21.)  (iC_jro)2+(y_yo)2=fll. 

Die  gesuchten  Curven  sind  demnach  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer a;  ihr  Mittelpunkt  hat  die  Coordinaten  a^,  yf9  die  als 
willkürliche  Integration*-  Constanten  eingeführt  worden  sind.  Der 
Kreis  ist  daher  die  einzige  Curve,  deren  Krümmungshalbmesser 
eine  constante  Länge  hat. 


Ist  eine  Gleichung  zwischen 

!  =  ,    und    ^-,-jj. 


«)  £-,    wt    S-f-4 


d*Zf  dx^)mm0m 

gegeben,  welche  nicht  nach  y,  sondern  nur  nach  p  auflösbar 
ist,  hat  also  die  Differential-Gleichung  die  Form 

(23.)  P  =  <P(9), 

so  findet  man  durch  Differentiation  nach  x 

(24.)  9  =  <P'(9)-^> 

also 

(25.)       &«J^4,  dy^pdz=^ähWs, 

Indem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grösse 
q  eliminirt,  ergiebt  sich  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x 
und  y. 

Das  angegebene  Verfahren  kann  man  auch  auf  die  Inte- 
gration von  Differential-Gleichungen  höherer  Ordnung  übertragen. 
Es  sei 
/r*-,  \  dm—}y       ^      dmy        y        ds 

und  die  gegebene  Differential-Gleichung  habe  die  Form 

ds 

(28.)  *=/(*),    oder   jr  =/(*), 

dann  wird 

Lässt  sich  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  s  auflösen,  so 
findet  man 

(so.)  *=£ä=y^ 

und  kann  das  in  §  92  angegebene  Verfahren  anwenden. 
Hat  die  gegebene  Differential-Gleichung  die  Form 

(81.)  «  =  »(<;, 

so  findet  man  durch  Differentiation  nach  x 
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(32.)  t  =  9'(t).2L,    oder.&  =  2^, 


(33.)  z=jQ 


M+o-. 


t 

Lässt  sich  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  t  auflösen,  so  kann 
man  wieder  das  in  §  92  angegebene  Verfahren  anwenden,  nach- 
dem man  den  gefundenen  Werth  von  t  in  Gleichung  (31.)  ein- 
gesetzt hat. 

§94. 

Differential-Gleichungen  von  der  Form 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  203—206.) 
Hat  die  gegebene  Düferential-Gleichung  die  Form 

so  setze  man  wieder 

<w    z-»  %-%  -  f  -*• 

dann  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

dp 
dx 


(3.)  $=/(y),   oder    *«/Wä,*Ö04, 


folglich  wird 

(4.)  2pdp  =  2/(y)rfy, 

(5.)  Pi=2ff(i,)dy  +  Ci. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  dann 

(6.)    §  =  VcI+2//(y)rfy>    oder    &=  * =, 

also 

(7.)  x  =  /V        ^  +  C2. 

yVc1+2/jr(y)rfy 
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Beispiele. 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

integriren. 

Auflösung.    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 
(9.)  <^  =  ?g:  =  g,     oder     2a*pdp=2ydy, 

so  erhält  man  durch  Integration 
(10.)  «y  =  y1  +  cll 

oder 


(11.)  ady  =  ±Vy*+C[.dx, 

(12.)  <fe=+-7=^L=, 

also  nach  Formeln  Nr  22  der  Tabelle 

(13.)  *  =  ±«\(y+Vy*Tcl)+Ci. 

Setzt  man  hierbei  die  Integrations-Constante 

C2  =  +alM, 
so  geht  Gleichung  (13.)  über  in 

(u.)  +i=ify  +  T^TcT\ 

oder 

(15.)  2.4.e±-=y  +  |/^+^. 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mity— Vy2  +  Cu 
so  erhält  man 

(16.)  2A  .  a±T(y— Vy»+Ci)  =  —  C„ 

und  wenn  man  die  Integrations-Constante  C,  gleich  —  4^LÄ  setzt, 

2^1 .  e±«  (y  —Yy2+Cx)  =  4ABj 

oder 

(17.)  2B.eT^=y-.Yy*+Ci. 
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Dnrch  Addition  der  Gleichungen  (15.)  und  (17.)  ergiebt  sich 

schliesslich 

+  «  +*. 

(18.)  t/  =  A.e     °  +  B.e    °. 

Dabei  sind  A  und  B  zwei  beliebige  Constanten,  welche  die 
Integrations-Constanten  ersetzen. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

w  3—5 

integrireu. 

Auflösung.    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Fora 

(20.)       dp  =  —  ^=—  ^    oder    2a^  =  —  2yrfy, 

so  erhält  man  durch  Integration 

(21.)  tfp=Cx—y\ 

Da  hierbei  C\  nur  positive  Werthe  haben  kann,  möge  Ct 
mit  c2  vertauscht  werden.    Dadurch  erhält  man 

(22.)    ap  =  a^  =  ±V&  —  v*f    oder      /y       =  ±  —  > 

folglich  findet  man  durch  Integration  nach  Fonnel  Nr.  21  der 
Tabelle 


(23.)  aresin  (|)  =  C2  ±  J, 

oder 

(24.)  y  =  csin  (  C2  ±  -  j  =  csin<?2cos  ( -  j+ccos<?2sin  f — j. 

Setzt  man  noch 
(25.)  ±  c cos  C2  =  A,    csin  C2  =  2*, 

so  geht  Gleichung  (24.)  über  in 

(26.)  y  =  A  sin  (£)  +  B  cos  (|Y 

Dabei   sind  A  nnd  2*  wieder  zwei  beliebige  Constanten, 
welche  die  Integrations-Constanten  ersetzen. 
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■  Vax»»    dxm— v 

Ist  allgemein  die  Gleichung 
gegeben,  so  setze  man 

roß  ^         <*m~2y  _  r    <*m~1y  _  *;  _  c    ^v  _  *  _  / 

^  •'  <fc— 2        '    cfa— 1""cfe""   '    dx^^dx" 

und  bringe  die  gegebene  Differential-Gleichung  durch  Auflösung 

nach  t  auf  die  Form 


dr 
Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2s=2-r-  multi- 


(29.)     ■  *=/(r),     oder     gg=/(r) 

ide  Seiten  dieser 
plicirt,  erhält  man 

(3o.)  *£-vw  | 

und  durch  Integration 
(31.)  &*  =  -2ff(r)dr+Cu 

Dies  giebt 

(32.)    *  =  ^  =  ±Vc,+2/y(r)</r)  oder  dz  =± -==£=, 
**  J  Vci+2ff(r)dr 


=±L    dr      +c2, 


(33.) 

Lässt  sich  diese  Gleichung  nach  r  auflösen,  so  dass  sie  die 
Form 

(34.)  r  =  ^=9(x) 

erhält,  so  kann  man  zur  Ausführung  der  weiteren  Integration 
das  in  §  92  angegebene  Verfahren  anwenden. 

Lässt  sich  aber  r  nicht  explicite  als  Function  von  x  dar- 
stellen, so  folgt  aus  Gleichung  (32.) 

-  ^-*y\-  _,.  rdr 


(35.)  rds  =  d(£gy 


Vci+2ff(r)dr 


also 

Stegemann -Kiepert  Integral-Rechnung.  34 
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(360       ^=±/_=r^=  +  c3. 

dz"-»         JVCi  +  2/y{r)dr 

dr 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dz  =■  ±- 


Vc{  +  2ff{r)dr 
und  integrirt  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  schliesslich  auch 
y  als  Function  von  r  darstellen. 

§  95. 

Fälle,  in  denen  sich  die  Ordnung  der  Differential-Gleichung 
erniedrigen  lässt 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  207  bis  209.) 
Enthält  die  Differential-Gleichung  w*61  Ordnung  die  Function 
y  und   die  n — 1    ersten  Ableitungen   gar  nicht,   hat   also   die 
Differential-Gleichung  die  Form 

(lm)  \  '    dx»'   dx»+i'    "dz'»)-  °' 

so  kann  man  sie  auf  eine  Differential-Gleichung  (?n  —  n)XeT  Ord- 
nung reduciren,  indem  man 

(  ''  dx»~~r'    dzH+]  ~  dx '   ' ' '  dx1»  ~~  dar-91 

einführt.     Die   vorgelegte   Differential-Gleichung  wird   dadurch 

auf  die  Form 

/Q .  „/        dr     dh  d>»-nr\ 

gebracht. 

Beispiel. 
Aufgabe  1.    Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  da- 
zugehörigen Abscisse  steht. 
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Auflösung.    Bezeichnet  man  wieder  —  rmtp,  so  müssen  die 
gesuchten  Cnrven  der  Differential-Gleichung 

W         <  =  ±(-^=g,.der±(1+,')*=!-S 

dx 

genügen.    Daraas  folgt,  wenn  man 

dt 
cos2/'   T '-~rr       cos* 


(5.)  p  =  tgt,   dp  =  -^-,  Vl+^  =  -  * 


setzt, 

(6)        ^       (i+rtn+p 

also  durch  Integration 

(7.)  ±*2  +  <?,  =  a*sin  t  =  — &- 


oder 

(8.) 

daraas  folgt 
(9.) 


Vi+p 


■1 


dy      ,         Ct±x* 
<fe      —Va«--(t,l±«»J» 

..-.  /-(g,±^)&  „ 


Die  Curve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  heisst  die 
elastische  Linie,  weil  ein  elastischer  Stab,  der  an  dem  einen 
Ende  befestigt  und  an  dem  anderen  Ende  belastet  ist,  diese 
Form  annimmt. 

Enthält  die  Differential -Gleichung  mier  Ordnung  die  unab- 
hängige Veränderliche  x  gar  nicht,  hat  also  die  Differential- 
Gleichung  die  Form 

<■»■>       <»  i.  s-  ■■■&)-•. 

so  kann  man  die  Ordnung  wieder  um  eine  Einheit  herab- 
drücken, wenn  man  -~-  =  p  setzt  und  y  als  unabhängige  Ver- 
änderliche einfuhrt.    Man  erhält  dann 

:34* 
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v      '  dx1       dx      dy  dx       r    dy 


Dadurch  geht  die  vorgelegte  Differential-Gleichung  über  in 
03.)  ö(J,P,|,...p)  =  0.       . 


l 
I 
l 

Beispiele.  I 

Aufgabe  2.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen  ] 
der  Krümmungshalbmesser  ebenso  lang  ist  wie  die  zugehörige  , 
Normale. 

Auflösung.  Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  100  und  107  der  Tabelle 
sind  die  Ausdrücke  für  die  Normale  und  für  den  Krümmungs- 
halbmesser 

/&y 

/-  .  \  a'  (?s  j  •  \dxj 

(i4.)  *  =  ys  mi  g==±W 

dx* 
Die  gesuchten  Curven  müssen  daher  der  Differential-Glei- 
chung 

<10-)      ±w=y^'  oder  ±{dv  =  !/dl 

dx1 
genügen.    Indem  man 

setzt,  erhält  man 

d7.)     ±<i +,■)=„,•!,  ,*,±a-s£ 

Daraus  findet  man  durch  Integration 

(18.)  ±  P^y*)  + 1  ci  ]  =  Ki  +  /»*)• 
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Berücksichtigt  man  in   Gleichung  (18.)   zuerst  das   obere 
Zeichen,  so  wird 

(19.)       l+f»2  =  Ciy»,    oder    p  =  ^=±Yclyi— i. 

Da  hierbei  Cx  nur  positive  Werthe  haben  kann,  so  setze 
man 

(20.)  C,=l, 

dann  geht  Gleichung  (19.)  über  in 

(21.)     p=&  =  +lyji=Zi,    oder    +^  =  _^L=. 
K      J     r       dx       ~  ary  '  —  a       yyi ai 

Dies  giebt  durch  Integration 
(22.)    ±^«l(y  +  V5iZ^_la-l(tÜ^E?)l 
wobei  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  die  Integrations-Con- 
stante  +—  hinzugefügt  ist.    Daraus  folgt 


(23.)  a.e      a   =y+Vy*—a*, 

und  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  y  —  Yy1  —  a* 
multiplicirt, 

a.e"  a  <jr  —  yF=tf)  =  a\ 
oder 

(24.)  a  .  e*  a  =  y  —Yy^^dK 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (23.)  und  (24.)  erhält  man 

(25.)  y=f(«     '   +/"}    . 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Kettenlinie,  bei  der,  wie  schon 
in  D.-R.,  §  89,  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  der  Krümmungs- 
halbmesser ebenso  lang  ist  wie  die  zugehörige  Normale;  der 
Krümmungshalbmesser  hat  dabei  aber  die  entgegengesetzte 
Richtung  wie  die  Normale.    Die  willkürlichen  Integrations-Con- 
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stauten  sind  in  Gleichung  (25.)  durch  die  beliebigen  Grossen  a 
und  x0  vertreten. 

Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (18.)  das  untere  Zeichen, 
so  wird 

(26.)  1+P2==W' 

Auch  hier  möge  die  Integrations-Constante  Cu   da  sie  nur 
positive  Werthe  haben  kann,  mit  -^  vertauscht  werden.     Da- 
durch erhält  man 
(27.)         1+P*=p    oder    p  =  d£=±Lyd^, 

(28.)  Jß=,=±ä*> 


Va*—y 


2 


(29.)    ±{x  —  *o)  =  — >^=p,    oder    (x  —  x0y2  +  t/*=a*. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a7 
dessen  Mittelpunkt  in  der  X-Axe  liegt.  Der  Krümmungshalb- 
messer ist  gleich  a  und  hat  dieselbe  Länge  und  dieselbe  Richtung 
wie  die  Normale.  Auch  hier  vertreten  die  beliebigen  Grössen  a 
und  xQ  die  beiden  Integrations-Constanten. 

Die  gestellte  Aufgabe  hat  zwei  verschiedene  Lösungen,  die 
man  erhält,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser  dieselbe  oder 
die  entgegengesetzte  Richtung  hat  wie  die  Normale. 

Aufgabe  3.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  lang  ist,  wie  die  zugehörige 
Normale. 

Auflosung.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14.)  müssen 
die  gesuchten  Curven  der  Differential-Gleichung 

<■*>  M—z-  -^-»s 

genügen.    Indem  man  wieder 
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setzt,  findet  man 

,32.)  ±(1+^)  =  2y?.|,oder±^  =  Ä 

Daraus  folgt  durch  Integration 
(33.)  ±\y  +  \0  =  1(1 +/>*). 

Berücksichtigt  man  zunächst  das  obere  Zeichen,  so  wird 

(34. )  1+  P*  =  Cy,    oder    p=^  =  ±  VCy~^l, 

(35.)  ±dz=y^jU,  also  ±C(x-x,)=Jd^0=2VCf^, 

&{x  —  *0)2  =  4fy  —  4, 

2 
oder,  wenn  man  die  Integrations-Constante  C  mit  —  vertauscht, 

(36.)  (x  —  x<>y  =  2py—  p*. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel  mit  dem  willkürlichen 
Parameter  p,  deren  Leitlinie  zur  X-Axe  gemacht  ist.  Die 
Y-Axe  liegt  noch  ganz  beliebig,  weil  x0  die  zweite  willkürliche 
Integrations-Constante  ist. 

Hierbei  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  entgegengesetzte 
Richtung  wie  die  Normale. 

Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (33.)  das  untere  Zeichen, 
so  wird 


(37.) 


l+p>=°,  oder    p^dJL^+^(tzl, 
y  r      dx      —]     y 


(38.)  ±dx^dy^^_. 

Da  hierbei  0<y<C,  oder  0>y>C  sein  muss,  wenn  die 
Wurzelgrösse  reell  sein  soll,  so  setze  man 

(39.)  y  =  tfsin*(0  =  j(l  -  cos/), 

also 
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(40.)  O-y  =  CcoB*(0  =  |(l  +  cos/)f 

(«•)  ic^Ty  =  tg(l)'       ^ Äf  sin^^==Csin(|)cos(|)^ 

folglich  wird 

(42.)  ±dx  =  Csin2  (£\  dt  =  ^(l  —  cos*)  tf*? 

(43.)  x  —  *0  =  +  £(*  —  sin/). 

Vertauscht  man  tf  mit  — tf,  so  ändert  sich  Gleichung  (39.) 
gar  nicht,  während  in  Gleichung  (43.)  sich  nur  das  Vorzeichen 
der  rechten  Seite  umkehrt.  Man  erhält  daher  dieselbe  Corve, 
gleichviel  ob  man  in  den  Gleichungen  (37.),  (38.)  und  (43.)  das 
obere  oder  das  untere  Vorzeichen  nimmt;  deshalb  kann  man  das 
doppelte  Vorzeichen  fortlassen.  Indem  man  schliesslich  noch  O 
mit  2a  vertauscht,  gehen  die  Gleichungen  (43.)  und  (39.)  über  in 

(44.)  x  —  xQ  =  a(t  —  sin/),     y  =  a(l  — cos/). 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Cyiloide,  für  welche  schon 
in  D.-R.,  §  83,  Aufgabe  5  gezeigt  wurde,  dass  der  Krümmungs- 
halbmesser die  doppelte  Länge  und  dieselbe  Richtung  besitzt 
wie  die  Normale. 

Auch  diese  Aufgabe  hat  zwei  verschiedene  Lösungen,  die 
sich  ergeben,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser  dieselbe 
oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat  wie  die  Normale. 

Aufgabe  4.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  dem  Quadrate  der  zugehörigen  Ordi- 
nate proportional  ist. 

Auflösung.    Mit  Rücksicht   auf  die   Gleichungen  (14.)   und 
(16.)  müssen  die  gesuchten  Curven  der  Differential-Gleichung 
/efo\3 

(45.) 


=  ay»,  oder  ±  (yi +/»»)»  =  ay*  .p& 

dz* 

genügen.    Dies  giebt 


§  95.  Erniedrigung  der  Ordnung.  537 

y*      (Vi+P*y   ~"2(i +;>*)* 

also  durch  Integration 

(47.) =  +  t  +  GT,     oder       y        =  + 


y       YTT71  v       ~Vl+p*' 

folglich  wird 

(48.)  ,  =  $L=  +  Vl*-W-*<*-l, 

v      '  r       dz      —  (Jy  + 1 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

(49.)  &-&  =  +£> 

setzt, 

(50.)  +*-    ,      ^+1^        ■ 

Gilt  in  Gleichung  (49.)  das  obere  Zeichen,  so  setze  man 
(51.)  Ahf=-t+C,     also     t=A*y—C, 

dann  wird 

(52.)  Cy+1  =  ^±*,  rfy=Jv  y^y_2Cjj,-l= -^=7*, 

folglich  geht  Gleichung  (50.)  über  in 
(53.)  ^„_(Ct  +  a>)dt 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  27  und  23  der  Tabelle 

(54.)    /V^-  .  =  yfi=HÄ.  f-£L=  =  i(t+yF=r2). 

deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (53.)  durch  Integration 
(55.)  ±A*  (x—  C2)  =  AC yA*y*— 2Cy— 1 

+  a*l(A*y  —  C'+A  y  A*y*— 2Cy  —  1). 

Eine  besonders  einfache  Form  erhält  die  Lösung,  wenn  man 
die  Integrations-Constante 
(56.)  C=0,     also     A=za 

setzt,  dann  geht  Gleichung  (55.)  über  in 
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oder 

(57.)  a(ay  +  V«y— 1)  =  e±a(s'c^ . 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  ay — Va2y* — l 
multiplicirt,  erhält  man 

a  =  e-  .  (ay—Yah/*  — 1), 

oder 
(58.)  a(ay  —  y«y— 1)  =  a* .  f*-0"^. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (57.)  und  (58.)  erhält  man 

(59.)  2a2y  =  e-  +  a2 .  e^ 

Setzt  man  jetzt  noch 

aC2  =  ar0+la, 
so  wird 


(60.) 


e"  =  e~~  =  a .  e"  , 

a 


folglich  geht  Gleichung  (59.)  über  in 

....  +a,x-70)        +«(x-*b) 

(Gl.)  2^y  =  e~  +  eT 

Dies  giebt,  wenn  man  a  mit  -  vertauscht, 

(62.)  ?  =  £(«'  +  •    ')• 

Das  ist  die  Gleichung  der  Kettenlinie. 

Wird   die  Integrations-Constante  C  so  bestimmt,   dass   in 
Gleichung  (49.)  das  untere  Zeichen  gilt,  ist  also 

(63.)  a*  —  C*  =  —A\    oder    A  =^(ß—a\ 

so  setze  man 

(64.)  Ahj  =  t  —  C,     also     t  =  A^y  +  C, 

dann  wird 
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(65.) 


n    .i        Ct~ ai     i         dt 


V—  Ahp-  -  2Cy  —  1  =  1  V^=7', 
folglich  geht  Gleichung  (50.)  über  in 
(66.)  — -    -«*-"')<* 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  25  und  21  der  Tabelle 
(67.)  f-J*^  =  -y*=T*,  LJL=  =  aresin  (i), 

deshalb  findet  man  ans  Qleichnng  (66.)  durch  Integration 
(68.)  ±A\x—x0)=— ACy  -Ah,*— 2Cy— 1— aHoKmaf****  °\ 
Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

<-)  S=/w(l)! 

integriren. 

Auflösung.    Setzt  man  wieder 

(70.)  &=P,    also    3-P-|. 

so  erhält  man  aus  Gleichung  (69.) 

(71.)  p  ±  =/(y)  .?*,  oder  4-  =/(y)«*y. 

Daraus  folgt  durch  Integration 

(72.)  \p=ff{y)dy+\Cu 

(73.)  ,,  =  1=4.*/"«»* 

(74.)  Cidx^e-fW.dy, 

also 

(75.)  C,*  =feSmi\  dy  +  C2. 

Ist  die  vorgelegte  Differential-Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Grössen 
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homogen  von  der  b»*"1  Ordnung,  hat  sie  also  die  Form 

(77.)  F{x,y,y\y",...y™)  =  y»F(zX,  £,  C  ...0=0, 

N        y         y  y  y     / 

so  führe  man  eine  neue  Function  u  durch  die  Gleichung 
(78.)  y'  =  yu,    oder    \y  ^fudz,    y  =  r*  * 

ein,  dann  wird 
(79.)  ,._,.  +  ,*_,(*!+...), 

(SO.)  ,■«=,(£  +  „.)+ ,(g+ä>g) 


Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (77.)  ein,  so  erhält 
man  eine  Differential-Gleichung  von  der  Form 

/  du  dn~*u\ 

(81.)  <?(*,„,  _,..._)=0r 

die  nur  noch  von  der  (m —  l)ten  Ordnung  ist. 

Beispiel. 

Aufgabe  6.     Man  soll  die  Differential-Gleichung 

integriren. 

Auflösung.  Mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (78.)  und 
(79.)  kann  man  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  auf  die 
Form 

oder 

(83.)  (xkfl  +xu  —  l)dx  +  x*du  ==  0 

bringen.     Diese  Differential -Gleichung  ist  nur  noch  von  der 
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ersten  Ordnung  und  enthält  u  nur  in  der  Verbindung  zu;   des- 
halb setze  man 

/04  x                             j               z        .        xdz — zdx 
(84.)  xu  =  z,    oder    u  =  —  >    du  = 3 • 

Dadurch  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

(z2  +  z—  l)dz  +  xdz  —  zdx  =  Ö, 
oder 

(85.)  (**— l)  &  +  *&==  0,    ^  +  -^-  =  0, 

folglich  erhält  man  durch  Integration 

(86.)  l(^)  +  1^)=iCj 

(87.)  *2  (z  —  1)  =  C{?  +  1),  oder   x\xu  —  1)  =  C(xu+L). 
Dies  giebt 

(88°  y""^~^2-C) 

Hieraus  findet  man  durch  Partialbruchzerlegung 

(39.)  ^=f_l       +_i_  _IU 

und  durch  Integration 

(90.)  \y  =  l(z*—  C)  —  lx  +  \CU 

(91.)  y=(7lf_^. 

Setzt  man  hierbei  noch 
(92.)  C\  =  A,    —CCX  =  B, 

so  geht  Gleichung  (91.)  über  in 
(93.)  y  =  Ax  +  Bx~\ 


XV.  Abschnitt. 
Lineare  Differential-Gleichungen  mUr  Ordnung. 

§  96. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Eine  Differential-Gleichung  von  der  Form 

+/— i(*)a|  +/-(*)  y  =  *(*)> 

in  welcher  fx{x\f%(z\  . .  ./,„(*)  und  y(s)  gegebene  Functionen  von 
x  sind,  heisst  „eine  lineare  Differential- Gleichung  mter  Ordnung*. 
Dabei  soll  es  auch  zulässig  sein,  dass  sich  die  Functionen  f\{z)i 
f>  (*)>  •  •  •/«•(*)  auf  Constante  reduciren,  die  dann  mit  /,,  /2, .  - ./» 
bezeichnet  werden  mögen.  In  diesem  Falle  erhält  Gleichung  (1.) 
die  Form 

Wird  die  Function  ?>(*•)  identisch  gleich  Null,  hat  also  die 
lineare  Differential-Gleichung  die  Form 

so  heisst  sie  „homogen".  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass 
die  Integration  der  nicht  homogenen  Differential-Gleichung  (1.) 
immer  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Integration  der  homo- 
genen linearen  Differential-Gleichung  (3.),  welche  aus  Gleichung 
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(1.)  hervorgeht,   indem  man   das  Glied  <p(z)  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  gleich  Null  setzt. 

Es  sollen  deshalb  zunächst  die  homogenen  linearen  Differen- 
tial-Gleichungen mUr  Ordnung  behandelt  werden. 


§  97. 

Homogene  lineare  Differential-Gleichungen  mter  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  210  bis  212.) 
Satz  1.     Hat   die   gegebene   homogene  lineare    Differential- 
Gleichung 

n  particuläre  Integrale  yx ,  y2,  •  •  •  Vnj  so  ist  auch 

(2.)  y  =  Cy,  +C2y.2+  . .  .+Cnyn 

ein  Integral  dieser  Gleichung,  welche  Werthe  die  Constanten  C,, 

Cz, . . .  Cn  auch  annehmen  mögen. 

Beweis.    Aus  Gleichung  (2.)  folgt 


(3.) 


dV  _r  dV\   ,r  <fya 


+  ■ 


+  L"dx' 


dx>-tl  dx*+LiW+---  +  Cn-dx* 


d"y  _     rf-y,         „ .-y, 


Addirt  man  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.),  nachdem  man  sie 
bezw.  mit/m(a;), /„_i(t),  ../2(a-),/,(a:)  und  1  multiplicirt  hat,  so 
erhält  man 

-^[&+/.«Ss+...+/-.(.)4+/-(,).^ 

+  ci  [§+/.<*)  s?9 +•  •  •+/-(*)  ;&+/-(*)  •  *] 
+ 
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Satz  2.  Kennt  man  m  particuläre  Integrale  yu  y2, . . .  ym  und 
kann  man  in 

(5.)  y  =  Cxyx  +  C2y2  +. . .  +  Cmym 

die  Constanten  <?,,  (72,  . . .  Cm  so  bestimmen,  dass 

<«•>         *<•%<   r"-S-  •■•*«-=£* 

für  x  =  z0  die  beliebig  vorgeschriebenen  Anfangswerthe  y0,  y0\ 
yo">  •  •  •yo(m"I)  annehmen,  so  ist  y  das  allgemeine  Integral  der 
vorgelegten  Differential-Gleichung. 

Dass  y  ein  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung 
ist,  folgt  schon  aus  Satz  1,  und  da  man  die  Anfangswerthe 
yo>  yo'>  Vq'i  •  •  •  yo(m~1)>  welche  dem  Werthe  z  =  zQ  entsprechen, 
nach  Voraussetzung  noch  beliebig  annehmen  kann,  so  ist  y  auch 
das  allgemeine  Integral. 

Es  ist  nur  noch  zu  erklären,  weshalb  diese  Voraussetzung 
hinzugefügt  werden  muss,  obwohl  in  Gleichung  (5.)  scheinbar 
bereits  m  willkürliche  Constanten  C, ,  C2, . . .  Cm  enthalten  sind. 
Die  Grössen  yv  y2, . . .  ym  sind  möglicher  Weise  nicht  von  ein- 
ander unabhängig,  es  kann  z.  B.  zwischen  yu  y2  und  y3  die 
lineare  Gleichung 

(7.)  ^3  =  ^1+^2 

bestehen.    Dann  ist  aber  Gleichung  (5.),  nämlich 

(8.)       y  =  (C\  +kCi)y,  +(C2+W,)y2+CAyA+  . . .  +Cmym, 

kein  allgemeines  Integral,  da  in  diesem  Ausdrucke  nur  m  —  1 
willkürliche  Constanten  enthalten  sind.  Umgekehrt  kann  man 
auch  zeigen,  dass  die  Grössen  yu  y2, . . .  ym  durch  eine  lineare 
Gleichung  verbunden  sind,  wenn  jene  Voraussetzung  nicht  erfüllt 
ist;  der  Beweis  dieser  Behauptung  möge  hier  aber  übergangen 
werden. 

Nach  Formel  Nr.  209  der  Tabelle  kann  man  die  Ordnung 
einer  Differential-Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  y,  y',  y", . .  .y(m* 
homogen  ist,  um  eine  Einheit  erniedrigen,  indem  man 

/n  \    yl  y"     du  ,    o    yiU     d*u  .  n  du  t   _ 

y  y        dz  y        dz1  dz 

setzt.    Dies  giebt 
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Satz  3.  •  Die  Ordnung  einer  homogenen  linearen  Differential- 
Gleichung  kann  stets  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden. 

Durch  die  angegebene  Substitution  erhält  also  Gleichung  (1.) 
die  Form 

(10.)  -Ja  +  •  •  •  +  [*"+/,(*)*•»-'  +  . . .  +fm-i(x)u+fm(z)]=  0. 

Diese  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  nicht  mehr  homogen 
und  im  Allgemeinen  auch  nicht  mehr  linear,  aber  sie  kann  doch 
zu  particulären  Integralen  fuhren.    Hat  z.  B.  die  Gleichung 
(11.)  F(u)  =  W+ffa)**- >  +/2(*>— *+.  .  .+/—!(*>+/■(*)  =  0 
Wurzeln  rt,  r2, . . .  r«,  die  von  x  unabhängig  sind,  so  werden 

(12.)  w  =  ^i?    u  =  r2?  •  •  • u  =  r» 

particuläre  Integrale  der  Gleichung  (10.)  sein,  weil 


_  --    _  _  „  sind  dann 

(14.)  yi  =  «ri*r      ^2-^-.^«  =  ^'. 

Dieser  Fall  tritt  namentlich  dann  ein,  wenn  die  Grössen 
f\(x)  =fufi(x)  =/2>  •  •  •/»»(*)  =/m  sämmtlich  von  #  unabhängig 
sind.    Die  Gleichung 

(15.)      I\U)  =  «~  +/!««-1  +/2"m-2+  .  .  .  +/.-1U+/»  =  0 

hat  dann  lauter  constante  Wurzeln  rur2l...rm.    Sind  diese 

Wurzeln  zunächst  sämmtlich  von  einander  verschieden,  so  findet 

man  aus  den  m  particulären  Integralen 

(16.)  yx  =  «"**,    y2  =  er*,  . . .  y„  =  ^«* 

der  vorgelegten  Differential-Gleichung  (1.)   ohne  Weiteres  das 

allgemeine  Integral 

(17.)  y  =  C\  .  f*+  C2  ;**+  ...  +  Cm.  f*. 

Der  gefundene  Ausdruck  ist  in  der  That  das  allgemeine 
Integral,  denn  man  kann  beweisen,  dass  durch  passende  Wahl 
der  Constanten  CT,,  Cr2, . .  .Cm  die  m  Grössen  y,  y',  y", . . .  y<m-u 
für  x  =  .r0  beliebig  vorgeschriebene  Anfangswerthe  y0,  y0',  y0", 
...y0(m"n  annehmen.  Aus  Gleichung  (17.)  folgen  nämlich  die 
Gleichungen 
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(18.) 
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.  +  C,mrm.«rm*, 


yf—DrsCr,—1.  «r>at4-Cir2'"-1.  «r«,+...+ft,r„— •.••*, 
welche  zunächst  für  a;  =  0  in 


(19.) 


+  . 

.+cm, 

+  . 

..+Cmrm, 

+  . 

..+CmrJ, 

y  y0(»-i)  =  c,r,»-'  +  C2r2"-'+. .  .H-CW-' 
fibergehen  sollen.    Bildet  man  die  Function 

(20.)  Ä  =  (r  -  r2)  (r  -  r,)  . . .  (r-  r„)  =  *J(r), 

so  hat  Ft(r)  die  Form 

(20a.)         \F,(r)  =  t— l+*,r— *+. . .  +Am_2r+Am_I. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (19.)  bezw.  mitA.,^, 
*m_2, . . .  ku  1,  so  erhält  man  durch  Addition 

denn  die  Glieder 

^IW,     ^t(r3),  . . .  CmFx(rm) 
werden  sämmtlich  gleich  Null.    Dabei  ist  bekanntlich 


(22.) 


Ft(rt)  =  lim  ^-^1)=^). 


In  ähnlicher  Weise,  wie  sich  der  Werth  von  C,  aus  Glei- 
chung (21.)  ergiebt,  findet  man  auch  die  Werthe  von  C2,  C3, 
. . .  Cm.  Vertauscht  man  x  mit  x  —  #0,  so  kann  man  in  gleicher 
Weise  die  Constanten  Vu  C2, . . .  Cm  so  bestimmen,  dass  dem 
Werthe  x  =  x0  beliebige  Anfangswerthe  der  m  Grössen  y,  y1, 
y", . ..y("-!>  zugeordnet  sind.  Deshalb  ist  Gleichung  (17.)  das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung. 
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Beispiel. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

<*»•>  S-5-° 

integrum 

Auflösung.    Hier  ist 

(24.)        JF(iO  =  u*  -  1  =  0,    also    r1==i,     r2  =  —  i, 

folglich  wird  in  Uebereinstimmung  mit  Aufgabe  1  in  §  94 

(25.)  y  =  C1(?  +  C2e  ». 

Hat  die  Gleichung  .F(tt)  =  0  auch  complexe  Wurzeln,  so 
bleibt  die  gegebene  Lösung  noch  richtig,  sie  nimmt  aber  eine 
complexe  Form  an.  Dem  Endresultate  kann  man  jedoch  leicht 
wieder  eine  reelle  Form  geben,  wenn  man  beachtet,  dass  die 
complexen  Wurzeln  paarweise  conjugirt  auftreten.  Ist  z.  B. 
(26.)  rt  =  a  +  W,     r2  =  a  —  bi, 

so  wird 

C1.6ri*  +  £72.ör^  =  Crl,«~+*to  +  C2.eax~bix   * 

=  eax[(Cx  +  C2)cos(bx)+i(Ci—C2)sm(bx)l 
oder,  wenn  man 

(27.)  Ct  +  C2  =  ^,     t(Ci—  C2)=Ä 

setzt, 
(28.)  Ci .  ^*+C2  .*+  =  **  [Aco$(bz)+Bsm(bz)l 

Beispiele. 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

^J'}  dz*  a* 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

(30.)      F(u)  =  w*+  1  =  o,  , also    r,=-,    r2  =  —  -, 

folglich  wird  in  Uebereinstimmung  mit  Aufgabe  2  in  §  94 

35* 
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(31.)  y=Ci  •  e~  +C2 .  e  "=  (C,  +  <?a)cos(|)  + 1  (C,— Cj)  sin0) 

^cosQ+Jsing) 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Differential-Gleichung 

integrum 

Auflösung.    Hier  ist 
(33.)  F(u)  =  «*  —  7u+6  =  0,     also    rt  =1,  r2=  2,  r3=  —  3, 
folglich  wird 
(34.)  y  =  Cx .  e*+  C2 .  *>*+  C8 .  e~**. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

<»•>        S-6S+i3l-ioy=° 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 
(36.)  F(u)  =  u»  —  6w2+  13w  — 10  =  0, 

also 

rt  =2,     r2  =  2-K  r3=2  — t, 

folglich  wird 

(37.)  y  =  C, .  e2*  +C2  .  *2*+te+C3.  «*-* 

=  «»»(Q  +-4  coss+Äsins). 

Bisher  war  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Wurzeln  rt,  r2, 
. . .  rm  der  Gleichung  F(u)  =  0  alle  von  einander  verschieden 
sind.  Hat  aber  F(u)  =  0  auch  gleiche  Wurzeln,  so  erhält  man 
durch  Gleichung  (17.)  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral.  Ist 
z.  B.  rx  =  r2,  so  kann  man  in  Gleichung  (17.)  die  Glieder 

Ci .  er*  +  C2  .  «^  in  (C,  +  C2) .  ^* 
zusammenfassen,  so  dass  der  Ausdruck  für  y  nur  noch  m  —  l 
Megrations-Constanten  enthält. 

Aber  auch  hier  kann  man  das  allgemeine  Integral  durch 
eine  Grenzbetrachtung  aus  der  bisher  angegebenen  Form  finden. 
Es  sei  zunächst 
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(38.)  r2  =  r\  +  *» 

also 

(39.)      y  =  Cx.  &*+  C2  .  **•+**  +  C3 .  ^»*+  . . .  +Cmer>** 
=  (Ci  +  C2 .  <?**)  ••*  +  (7*.  ^H-  . . .  +  <?m .  <fm*. 
Nun  ist  aber 

(40.)       G1  +  Ci.^s=Cl+Ci+CiIj  +  Ci~+.... 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
(41.)  Ct+C2=C,    C2A  =  C", 

so  sind  auch  C  und  C*  noch  zwei  beliebige  Constanten;  Gleichung 
(40.)  erhält  dadurch  die  Form 

(42.)        Ci+C2.ete  =  C+C>z+C'^  +  C'~+.... 

Lässt  man  jetzt  A  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  erhält 
man 

(43.)  lim  r2=ru    lim  (Ci  +  C2 .  ***)  =  C+  C'x. 

A=j  A— 0 

folglich  geht  Gleichung  (39.)  in  diesem  Falle  über  in 
(44.)  y  =  (C+  C'x)  .  a**+C3.  •>•+  . . .  +C,  .  «v  . 

In  dieser  Formel  treten  wieder  m  willkürliche  Integrations- 
Constanten  auf,  wenn  ru  r3,  ...rTO  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Setzt  man  jetzt  in  Gleichung  (44.) 
(45.)  rt=rt+h, 

also 

(46.)  y  =  (C+  C'x) .  <?**+  C3 .  **+**  +  C\  .  **'+ . . .  +  Cm .  «v 

=  (C+C'z  +  Q.  •*») .  *r**+(74  .  *r**+  . . .  +C*  .  *'«*, 
so  wird 

(47.)  C+C'x+Ct.e»  =  C+C'z+Ci+C%^  +  C^+..., 

oder,  wenn  man 

(48.)  C  +  C,  =  AU     C'+Csh  =  A2,     G'3A*  =  2^3 

setzt, 
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hz* 
(49.)    C+C'z+Cij+*=AX  +A*+Jl^  + 24— i  +  ...f 

wobei  Au  A2l  Az  wieder  drei  willkürliche  Constanten  sind.    Lässt 
man  jetzt  A  sich  der  Grenze  Null  nahem,  so  erhält  man 

(50.)    lim  r3  =  r„    lim  (C+  C'x+C* .  ***)  =  A{+A^  +A+z\ 

folglich  geht  Gleichung  (46.)  in  diesem  Falle,  wo  r,  =  r2  =  r3 

ist,  über  in 

(51.)     y  =  (A^+A2z  +A^) .  ^*+C4 .  er<*+  ...  +  Cm.  eTm*. 

Dieser  Ausdruck  enthält  wieder  m  willkürliche  Constanten. 
wenn  ru  r4, . . .  rm  von  einander  verschieden  sind. 

In  gleicher  Weise  kann  man  alle  Fälle  erledigen,  in  denen 
J*\u)  =  0  mehrfache  Wurzeln  hat. 

Dieselben  Resultate  findet  man  auch  auf  einem   anderen 
Wege.    Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  48  der  Tabelle  ist 
/RON  dn(uc)_    d»o      /n\dudn-*v      /n\<Pu  d*~2v 
(51"'  ~dz^~  -  "dz"  +  \l)dz  dz»-*  +  \2jdz*  dz»-*  +  "' 

(n^yfr-^udv       dnu 
l)dz1^dz'+dz^V' 

Führt  man  also  in  die  Gleichung 

d"y  tf-'y  d^y  ^-Lf.u-ö 

für  y  das  Product  tu?  ein,  so  erhält  man 

1  T     rf"""^      /  v  ^  rfw~2t?     ,  N  „  dm-zt>  „         Idu 

+M"^^+(w-1^^2+(TO-2)/j^^+---+/"-1-,'J^ 
+ 

+  -irm(m  — l)(m  — 1)...3.2.1».  4^=0. 
oder 
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/^   -    %  TT  .       1       rr     dU       ,         1        TT     d*U        .  ,  1        TT      Ü*U 

(54.)       ^+-^+^,^+...+  -,^=0, 
wobei 


(55.) 


F2=  m(m-l)gS  +(«^-lX—8W  £3  + 


f... 

+  1.2/„_2t>, 


Von  den  beiden  Functionen,  u  und  t>  kann  man  die  eine, 
z.  B.  v,  noch  willkürlich  bestimmen.    Setzt  man  daher 

(56.)      •  =  *»     also   ^r.*", -^5  =  r». «",.-•, 
so  gehen  die  Gleichungen  (55.)  über  in 

r  V=**(f~ H-/^«-1  +/2r— H...+/»-1r+/B.)=er*.^r), 

r,=«^mr— '+(m—  l)/tr— 2+(m-2)/2r— »+...+/—1] 
(57.)  |  =  <?' .  Ffr), 

V2=e'*[m(m-iy*-i+(m-l)(m-2)f1r"-i+...+2.1fm-i] 

=  C* .  J"'(r), 


Deshalb    erhält  Gleichung  (54.),   wenn   man   den    allen 
Gliedern  gemeinsamen  Factor  «**  forti&sst,  die  Form 

(58.)  iP(r).«+-ir^+-§r5p  +  ...+  ^— ^5=! 

Jetzt  sei  rt  eine  einfache  Wurzel  von  F(r)  =  0,  dann  wird 
Gleichung  (58.)  befriedigt,  wenn  man 

(59.)  r  =  rj ,     w  =  C, ,     also    y  =  Cx  .  <?ri* 

setzt.    Ist  dagegen  ^  eine  a- fache  Wurzel  von  .F(r)  =  0,  so 
wird 


552       §  98.  Nicht  homogene  lineare  Diff.-Gieichungen  m*"  Ordnung. 

F(rt)  =  0,     F(rt)  =  0,     P"(rf)»Of     ...^-«(^  =  0, 
so  dass  Gleichung  (58.)  befriedigt  wird,  wenn  man 
(60.)         r  =  rt,    u  =  Cl  +  C2z  +  C^x*  +  . . .  +  Cax«~\ 
also 

(61.)  y  =  (C,  +  C2*  +  Cs**  + . . .  +  ft*«-*)  .  •«* 

setzt.  Auf  diese  Weise  kann  man  immer  einen  Ausdruck  finden, 
der  m  willkürliche  Constanten  enthält  und  deshalb  das  allgemeine 
Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung  ist. 

Beispiel. 
Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

(63.)  F(r)=r*—  4r*+10r*— 12r+5=(r*— 2r+  l)(r*— 2r+5)=0, 

also 

(64.)  r1==r2=l,     r3  =  l  +  2t,     r4  =  l— 2t\ 

folglich  wird 

(65.)         y  =  (Ct  +  C2*) **  +  «*  |>4cOS(2:r)  +  Äsin(2ar)] 
=  e?  [C,  +  Ci*  +  A cos (2*)  +  5  sin  (2*)]. 

§  98. 

Nicht  homogene  lineare  Differential-Gleichungen 
mter  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  213—215.) 
In  der  Differential-Gleichung 

do  S+/,£*+/,£3+...+/~,i+/.*=»(*>. 

mögen  die  Coefflcienten  fu  /2,  . .  ./*»  zunächst  constante  Grössen 
sein,  dann  setze  man 

(2.)         z  =  Cx.  **<*-<>  +  C2  .  ***-«>  +...  +  Cm.  fm<*-% 
wobei  rx ,  r2,  . . .  rm  wieder  die  m  Wurzeln  der  Gleichung 
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(3.)     F(r)  =  r~  +fif~- l  +/2  r— 2  +  . . .  +/«-i  r  +/-  =  0 

sind.  Durch  Gleichung  (2.)  ist  z  als  eine  Function  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  t  erklärt,  wobei  t  vorläufig  als  eine  Con- 
siante  betrachtet  werden  möge.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
r\i  r2>  .••**»  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  kann 
man  nach  den  Ausführungen  in  §  97  die  Constanten  C,,  C2, 
...Cm  so  bestimmen,  dass  die  Grössen  z,  z',  z",  ... z<m-l>  für 
x  =  t  beliebig  vorgeschriebene  Anfangswerthe  z0,  *0',  zj\ 
. . .  V",~'1;  annehmen.    Für  den  vorliegenden  Zweck  setze  man 

(4.)   z0  =  o,  V  =  o,  V'  =  o,  . . .  v-*  =  o,  v— "  =  *W. 

d.  h.  es   mögen  die  Constanten   Ct ,   (72,    . . .  Cm  so  bestimmt 

werden,  dass 

Cx         +C2  +  ...  +  G.  =  0, 

Ctrt       +  tf2r2       +...  +  Omrm      =0, 
C7trt2     +C2r22      +...  +  c.r.>    =  0. 


(5.) 


Gt  r,m"2  +  <?2  r2«-2  + . . .  +  Cr*—*  =  0, 
Ci  n—1  +  Cto"-1  +  •  •  •  +  C'mr««-1  =  <f  (t) 

wird.    Wie  in  §  97,  Gleichung  (21.)  und  (22.)  gezeigt  wurde, 

findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

(6.)  ^-JVÖ'   ^-J^)'  -•CU-F(J5 

Die  Function 
m    --WO-«"'«*-*  ,  »(<).«*<*-'>  ,  y.ft).^*-" 

(7^    *~     *Vi)    +     *V>>     +"'+     *>«) 
bat  also  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  ihren  m  —  2  ersten  Ab- 
leitungen fiir  x  =  t  verschwindet,  während  die  (m  —  1  )te  Ablei- 
tung gleich  (f{t)  wird. 

Jetzt  mögen  mit 

«-GL-  «-MEL-  M--  •  ■  -CrL-*"^ 

diejenigen  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  *,  z',  *",  .  ..z'm) 
für  tf  =  x  annehmen.  Dabei  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 
(50, 
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(80     (*U=  0,  «U  =  0,  (*")<«*==  0,  . . .  (*<-*>),„==  0 
wird,  während 

(9.)  (^w'!))^=9>(^) 

ist.    Setzt  man  also 

X 

(10.)  Y  =  ßdt, 

0 

so  findet  man  nach  Formel  Nr.  154  der  Tabelle 

0  0 

0  0 

o  u 

Indem  man  diese  Werthe  von  yf  -j-»   -r-ji   . . .  -r^r   *n 

Gleichung  (1.)  für  y,  -^>  -r-^»  . .  .^  einsetzt,  erhält  man,  da 
sich  <p{x)  weghebt, 

0 

Diese  Gleichung  wird  aber  in  der  That  befriedigt,  denn 
nach  Formel  Nr.  210  der  Tabelle  ist  z  ein  particuläres  Integral 
der  homogenen  linearen  Differential-Gleichung 

a7->        S=+^S==J +  •••+/--*  S+/--'ss°t 


+ 
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folglich  ist  Y  ein  particuläres  Integral  der  Differential-Glei- 
chung (1.).    Aus  dem  particulären  Integral  findet  man  sofort 
das  allgemeine,  indem  man 
(18.)  y=Y+v 

in  die  Gleichung  (1.)  einsetzt;  dann  wird  nämlich 

/7m  m  (hn — Im  /7i) 

also 

(20.)  c  =  cx  .^*  +  c2.er«*+...  +  cm.^m* 

und  nach  den  Gleichungen  (7.)  und  (10.) 

(2L)         V=U  F(r0        +C"*1J 

o 

+...+[/k^-+..H, 

0 

oder,  wenn  man 

(22.)    ct.F(rt)  =  Cu  c2.F'(r2)  =  C»  . .  .cm  .F'{rm)=Cm 

setzt, 

(23.)  y = -^  [c,  +yi(0  .^*ÄJ+ _*^  [<*+^(o  .*-**] 

+ . . .  +  ,££-  [CU  +  /J(0 .  e-r»'dt]. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  durch  die  Methode  des 
integrirenden  Factors  oder  durch  Variation  der  Constanten 
finden. 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(-24.)  3-s- *> 

integriren. 
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Auflösung.    Hier  ist 

lp(r)  =  r>-L,  ,lSt,   r2  =  -i, 

<25')  2  2 

\F>(r)  =  2r,   F(rt)  =  §,    f(r.)  =  -j' 

folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

(26.)    y  =  f«8[c, +/?(<)•«  a<ft]-f«   "[Cj+J^^äJ. 

Ist  z.  B. 

(27.)  »(*)  =  ••, 

so  wird 

x  f  x  x  f  #2$  2x 

(28.)    /J(<) .  e~~*dl  =  fdt=z,  L{t)  .  ?dt  =  /*"  <ft  =  |(^— 1\ 
so  dass  Gleichung  (26.)  übergeht  in 


2* 


(29.)        y  =  p((71+,)-|r-[c2  +  |(^-l)] 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential-Gleichung 

(3o-}         S-9S+2oy==4ooo:r2 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

j  F{r)  =  r*— 9r  +  20=0,  jP(r)  =■  2r  —  9,  ?(*)  =  4000x*? 
(81#)\n  =  5,    r,«4f    FfrO^  +  l,     F(r2)  =  -1, 
folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

x  X 

(32.)  y  =  ^[C,  +  4000/72*-5« .  cft]  —  e**  [Cl  +  4000/ft-4**]. 
o  o 
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Nun  findet  man  durch  partielle  Integration 

(33.)  /*-*«-(£-S+!> 

so  dass  Gleichung  (32.)  übergeht  in 

_.*[e,+4ooo.-..(-|-ff-JL)+^] 

=  ((7,  +  64)***  —  32  (25a;2  +  10s +  2) 

—  (C2  +  125)  et*  +  125  (8s2  +  4s  + 1), 
oder,  wenn  man  Cx  +64  mit  A,  (72  +  125  mit  — 2*  bezeichnet, 
(35.)  y  =  ^**  +  B«4*  +  200s2  +  180s  +  61. 

Die  angegebene  Lösung  gilt  nur,  wenn  die  Coefficienten 
/n/2»  •••/*  constante  Grössen  sind.  Ist  diese  Voraussetzung 
nicht  erfüllt,  so  gelingt  es  doch  in  vielen  Fällen,  die  Differential- 
Gleichung 

(36-)      S  +/i(*)as3[ + •  •  •  +/-(*)  •  y = **) 

von  der  mton  Ordnung  auf  eine  niedrigere  Ordnung  zu  reduciren. 
Ist  z.  ß.  y  =  yt  ein  particuläres  Integral  der  homogenen  Diffe- 
rential-Gleichung 

(87°  S+/i(*)^J  +  .. .+/-(*). y  =  o, 

so  setze  man 

(38.)  F=  Cyu 

wo  aber  C  noch  eine  Function  von  x  sein  muss,  wenn  dieser 

Werth  von  y  der  Gleichung  (36.)  genügen  soll.    Nun  ist 

dV  _  „  dc  ,rdV\ 


(89.) 


*£-„    ^  ,  /w\rfyi  rf-'C  d»yi 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (36.)  ein  und  beachtet, 

dass  der  Factor  von  C  verschwindet,  so  bleibt  eine  Gleichung 

von  der  Form 

,.„x         <lmC  ,      ,  .a>~lC  ,  ,         f  .dC        ,  x 

(40.)       y,  -^  +  gx(x)  -^r^rt  +  •  •  •  +*.-!(*)  ^  =  rf*)- 

Führt  man  also  die  Function  u  durch  die  Gleichungen 

(4L)  ^  =  u>    oder    C=fudz+A 

ein,  so  erhält  man  aus  Gleichung  (40.) 

(42-)      V\  ^=?+^(*)c==S  +  •  •  -+*—i(*)  • «  =  »(*)• 

Aus  dem  allgemeinen  Integral  tt  dieser  Differential-Gleichung, 
die  nur  noch  von  der  (ro —  l)Um  Ordnung  ist,  findet  man  das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung  (36.) 
durch  die  Gleichung 

(43.)  y  =  yx(fudz  +  A\ 

Ebenso  kann  man  die  Ordnung  der  Differential-Gleichung 
(36.)  um  zwei  Einheiten  erniedrigen,  wenn  man  zwei  particuläre 
Integrale  yt  und  y2  der  homogenen  Differential-Gleichung  (37.) 
kennt.    Hau  setze  dann 

(44.)  y^CM  +  Cot 

und  betrachte  C\  und  C2  als  Functionen  von  z,  welche  der  Be- 
dingung 

/.rx  da   ,       dC2      Ä        ,        dC2         y,  dC{ 

(45.)       fc^+fc^-0,    oder    ^=-g^ 

genügen.    Bezeichnet  man  dabei  — —  mit  <px(z),  so  folgt  aus 

y* 

den  Gleichungen  (44.)  und  (45.) 
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(47.) 


Tz'0'  dx~+Uidx" 

d&-  Cl  dx*  +  Ci  <fc*  +Vl  W  W 

jtf«3jf+^+*(*)--a^+*(*)--a^ 


wobei  y2(a:),  y30r), .  • .  leicht  zu  ermittelnde  Functionen  von  x 
sind.  Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (36.)  ein,  so  ver- 
schwinden nach  Voraussetzung  die  Factoren  von  C{  und  C, 
und  es  bleibt 

Am—\(]  dm~*f!  dC 

(480  cW*)^?+Oi(«)  ^r+-  •  •+  »-«(*)  *£-  =  </>(*)• 
Wenn  man  jetzt  noch 

<49-)§  =  *'    also  ^  =  ?,(*).*, 

Cj  =J*zdx  +Ji,     C2  =y*9,i(^) .  *<fc  +  -42 
setzt,  so  geht  Gleichung  (48.)  über  in 

(50.)    G0(x)^1+GA(x)^+...  +  Gm^x).z  =  g>(x). 

Aus  dem  allgemeinen  Integral  z  dieser  Gleichung,  welche 
nur  noch  von  der  (m  —  2)t6a  Ordnung  ist,  findet  man  nach  den 
Gleichungen  (44.)  und  (49.)  das  allgemeine  Integral  der  vor- 
gelegten Differential-Gleichung  (36.)  durch  die  Formel 

(51.)  y  =  y,  (ßdz+A)+y*(f<P\  (*)  •  zdx+A2). 

Dieses  Verfahren  kann  man  fortsetzen  und  den  Satz  be- 
weisen: 

Kennt  man  n  verschiedene  particuläre  Integrale  yXj  y2,  •  ■  •  V* 
der  homogenen  Differential- Gleichung 

(52.)  g  +/,(«)  £*  +  . . .  +Mx)  .  y  =  0, 

so  lässt  sich  die  nicht  homogene  lineare  Differential  Gleichung 


560  §  98.    Nicht  homogene  lineare  Diff.-Gleichungen  mter  Ordnung. 


(53.) 


S +/»(*)  £^  + •••+/-(*).  jr-»(») 


auf  eine  andere  nicht  homogene  lineare  Differential -Gleichung 
von  der  Ordnung  m  —  n  reduciren. 

Beweis.    Sind  yu  y2, . . .  ym  die  bekannten  particulären  Inte- 
grale von  Gleichnng  (52.),  so  setze  man 
(54.)  y  =  Oty+C2y2  +  . . .  +  Cnyn 


und  bestimme  -r-^t  -ri 


cfe 


efa 


durch 


die  n — 1  linearen  Gleichungen 


(55.) 


V\ 


dCx 

dz 


d02 


dCn 


+y2-7f+...  +  y»«£r  =  o, 


dx 


dy^dC^      djfrdCi 
dx  dx        dz  dx 


dz 
dyndCn_ 

dx    dx  ' 


^"Vi  dCt      d»~*y2  dC2 

-2      i-     «~ 


d»~*y»  dCn  = 
dz*-2    dx 


dz"-'2    dz      dz*-*  dz 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  man 


da 


dCt       dCz 


w-aF  =  *«--a£'  -af-^w* 


rfc»  ,  v  da 

wobei  die  Functionen  yt(a:),  ^(s),  ■ . .  <pn-\{x)  leicht  zu  ermitteln 
sind.    Nach  diesen  Festsetzungen  wird 


(57.) 
(58.) 


dv_r  rfyi  ,  r  dyi,      ,  r  dy» 


(59.) 


(60.) 


<**-'?  _/><**~'yi  ■  ^^""'ya 


<fa» 


c<^+c> 


«te"-1 


*y  _  r   d"V\   .  ,<   dnVi  i 


•  +  C! 


,  <**y» 


c&" 


■*(*) 


dar 
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(bl--)  ^h -0'  "^h  +  °2  "^+5-+  •  •  • 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (53.)  ein,  so  ver- 
schwinden nach  Voraussetzung  die  Coefficienten  von  Cu  C2, . . . 
Cni  so  dass  sich  die  Gleichung  auf 

(62.)  Xt(,)*55=s^+X1(,) 2^+. .  .+  £„_„(*)  2£.=  ,(«) 

reducirt.    Indem  man  noch  die  Function  v  durch  die  Gleichung 

(63.)  ^-  =  V 

einfuhrt,  erhält  man  daher 

(64.)  £*(*)  g^  +  A  (*)  £S+  •  •  -  +^-- (*)  •  •  =  ?(*)• 

Dabei  ist  nach  den  Gleichungen  (54.),  (56.)  und  (63.) 
(65.)  C,  =Jväx+Ax ,     C2  =  />tCr)  .  vdz+A»  . . . 

(66.)  y  =  C,y,  +  C2y2+ . . .  +  C„y*. 

Diese  Betrachtungen  gelten  auch  dann  noch,  wenn  n  =  m 
ist.  Für  n  =  m  — 1  kann  man  durch  das  angegebene  Verfahren 
die  vorgelegte  Differential-Gleichung  auf  eine  lineare  Differential* 
Gleichung  erster  Ordnung  von  der  Form 

(67.)  L,(z)^+L,{z).v  =  <p(z) 

zurückführen,   deren  Integration  in  §  80  behandelt  worden  ist. 
( Vergl.  auch  Formel  Nr.  180  der  Tabelle.) 


Stegemann-Kiepert,  Iotegral-ReohnuEg.  °" 


Tabelle 

der  wichtigsten  Formeln  ans  der  IntegraMteehnHng.*) 


1.)  fdf(x)  =  ff'(x)  dz  =/(*).  [§  1.  GL  (3.)  und  (4.)] 

2.)    dff'(z)dx=f'(z)dx.  [§1,G1.  (5.)] 

3.)  Ist  a  der  Werth  von  x,  lür  welchen  das  Integral  von 
f\x)dz  verschwindet,  so  ist 

ff\x)dx  =flx)  ~f(a).  [§  2,  GL  (3.)! 

4.)  Der  Flächeninhalt  einer   ebenen   Figur,   welche   begrenzt 
wird 

1.)   von  der  Curve  y  =  g>  (x), 

2.)   von  der  X-Axe, 

3.)   von  den  beiden  Ordinaten  x  =  a  und  x  =  4, 
ist  gleich 

F=fydx  =ß\x)dz  =  |/M]'=/(6)-/(a), 

a  a 

wobei  f'(x)  =  qp(s)  sein  soll.  [§  2,  Gl.  (5.)  und  (8a.)] 

b  a 

5.)    ff(x)dz=  -ff%r)dr.  [§  2,  Gl.  (29.)] 


*)  Dio  Integrationa-Constante   ist  überall  der  Kürze  wegen  fort- 
gelassen. 
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6-)  ff  (*)  dx  =ff'(x)  dx  +ff  (x)  dx.  [§  2,  OL  (33.)] 

n  a  e 

7.)  fAf'{x)dx=Aff(x)dx.  [§  3,  Gl.  (5.)! 

80  fif(*)±tf{*)\dz  =ff\x)dx  ±fg>{x)dx. 

[%  3,  GL  (11.)  und  (13'.)] 

*"*fe=S»+T  [§4,  GL  (2.)] 

10.)  fdx  =  x.  [§4,  GL  (2  a.)] 

11.)    fa*dz  =  y-,     fe*dx  =  «*.  [§  4,  Gl.  (3.)  und  (3a.)) 

12.)  f^L  =  \x.  [§  4,  GL  (4.)] 

13.)   fcosxdx  =  sin*.  f§  4,  Gl.  (12.)] 

14.)    f&inxdx  =  —  COSr.  [§  4,  GL  (13.)] 

15->/s5fc  =  tS*-  [§4.GM14.)] 

/dx 
liPI  =  ~  CtSX-  l§  4'  GL  (15-)] 

17.)   f^L =  arcsin*  =£  —  arccos*.   [§  4,  GL  (16.)  u.  (21.)] 

j  yi  —  xt  2 

18.)    /l-^-^  arctg *  =  -|— arcctg*.        [§  4,  Gl.  (17.)  u.  (25.)] 

19.)    /*-§-  =  l(x  +  a).  [§  7.  GL  (2.)  u.  (3.)  u.  §  29,  Gl.  (2.)] 

J  x  +  a         v    —    ' 

20-)/^  =  iarctg(i).  [§7.61.(20.)] 

22.)    f^JZ=  =  \(x  +  Ydi+x*).  [§  7,  Gl.  (23.)] 
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23.)    fjL      =  l(g+  ygHtf).  (§7,61.(24.)] 

J  yx% — a1 

24.)  y^^i  =  1 1(*2  ±  «»)•  »  7»  GL  (26.)  n.  (27.;] 

25,)    f/!ßLf=-V*=*.  *  [§  7,  GL  (29.)) 

./  pa2 — *2 

26.)    f-£ßL=  = +V**+7*.  [§7,  GL  (81.)) 

y  ya2+*a 

27.)    /*."fe      =  +V*2=^1.  [§  7,  Gl.  (32.)] 

J  K*1— a2 

28.)/^^  =  ![/(*)].  I§7,G1.(40-] 

29.)  ftgxdx  =  —  l(cos*).  [§  7,  (Gl.  42.)} 

30.)  fcbgxdz  =  +  l(sin*).  [§  7,  Gl.  (43.)) 

3L)  fmtcMx  =  1(*g^)=-  l(ctg*).    t§  7,  GL  (45.)  u.  §  8,  GL  i«.)J 

32-)  /e- - W?)]  -  -Wö)       [§  7* G1- (470] 

[§  7,  GL  (49.)] 
34.)  ff(smx)  •  cos*d*  =ff(f)dt,    wo  *  =  sin*.      [§  7,  Gl.  (53.)] 

35.)  //"(COS  *) .  sin*d*  =  —ff(t)dt,    wo  *  =  COS*.  [§  7,  GL (56.)] 
36.)  fco&^+^dx  =  /(l  —  sin1*)" .  rf(sin*).  [§  7.  Gl.  (61.)] 

37.)  fam^+^xdx  =  — /(l  —  cos1*)» .  rf(cos*).         [§  7,  GL  (63.)] 

38.)  ysin"* .  co&u+,xdx  =  fwimx  (1  —  sin2*)" .  tf  (sin*). 

l§  7,  Gl.  (65.)] 

39.)  ycos"*.sin2"+'*rf*=— ycos"*(l—  cos2*)*,  rf (cos*). 

[§7,  GL  (67.)] 
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40.)  Jf  (lg*) .  JjL  =ff(tgx) .  d{tgx).  [§  7,  Gl.  (71.)] 

4L)  ff  {<*%*)  —^  =  -jf(«tgx)  •  rf(dtfr).  »  7,  OL  (74.)] 

42.)  ff«**)  .  dx  =/^g^  •  rf(tg*).  11  7,  GL  (81.)] 

42a.>ytg-«fa»=yl^gr.rf(tgaf).  [§  7(  GL(820] 

43.)  y>(d» ,) .  *«  -f0s±.d(ctgx).     „  7)  GL  (900] 

43a.)y*CtT^  •  &  =  -/ölSqpi  •  <*(<*«*).  [§  7,  Gl.  (91.)] 

45<)  J~^x~  =  —ftt+läfrlr-*  •  *(<*»*)  »  7,  GL  (97.)] 

46.)  y/(«*)  •  «*<&  =  Hj/ttO  •  rf(°*)-  [§  7,  GL  (98.  ] 

46a.)//(«*)  .  «*<fc  =  //(«•)  .  rf(*-).  [§  7,  GL  (99.)] 

47.)  ff  (Ix)  .  ^  =^(1*)  .  d(lz).  [§  7,  GL  (100.)] 

/(arcsinx)  •  y  ,■  = //(arcsins) .  rf(arcsin:*). 

[§  7,  GL 
49.)  jf  (oxccosx)  •        *   ^  = —jf  (arccosx) .  rf(arccos*). 

ß 
/(arctg*)  •  j-^L.  =jf  (arctgx) .  d(arctgx) 


[§  7,  GL  (101.)] 

irccosa:). 

[§  7,  Gl.  (1<Ä)] 

[§  7,  Gl.  (103.)] 


il.)  ff(arcdgx)'j~i  =  —  f/(fircctgx).d(&rcctgx). 

[§  7,  GL  (101)] 
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52.)    jfismxj  cosar,  tgx,  ctgx)dx  = 

ff(    2t  1  — /2  2t  1  —  f2\     2<ft 


wobei 


*  =  tg(|Y  [§  7,  Gl.  (109.)  u.  (114.)] 

53.)     A^-2  ^^(~^\  B  8>  GL  <2')  *  §  »»  GL  (6 ■>] 

'  J  x1—  a1      2a  \x  +  a; 

54)  /'       &  i        ,^  +  ^-y^r^Y 

''  y  .t*  +  26*  +  c       2V62—  c    V*  +  6  +V*2  —  c/ 

[§  8,  Gl.  (13.)  u.  §  29,  Gl.  (16.)J 

55.)    /* * «—L-lff^fiY 

J  (X—X1)(X  —  X2)  *i— *2     \Z  —  Z2/ 

[§  8,  Gl.  (13a.)  u.  §  29,  Gl.  (12.)J 

ß60    /">_,_  ff    ,      =-7=L=&rctg(-?7tL\       [§  8,  Gl.  (17.)} 
;  J  x*+  2bx  +  c       yc  —  b*  \Vc—  bV 

v     f  dx  __  C     dx       __  _      1 

[§  8,  Gl  (22.)  u.  §  29,  GL  (3a.)] 


s2+  2bz+c 
[§  8,  GL  (23.)] 

-(Ä,+  Q)l(*-*i)]. 
[§  8,  Gl.  (24.)  u.  §  29,  Gl.  (22.)] 

60->  /anW«  =  tgX  _  Ctg*  =  _  2ctg  {2x)-      [§  *  GL  (26-W 
61.)    fudo=  «ü  —fvdu.  [§  9,  Gl.  (2.)] 

62.)    /cos** .  <fe  =  i  sin«  COS*  + 1-  [§  9,  GL  (41.)) 

63.)    /sin2*  .dz  =  —  i-sina:COSa:  +  |-  |§  9,  GL  (45.)] 
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cos"1* .  dx  =  —  cos^^sintf  -\ /  cos"1-*2* .  dx. 

m  m  J 

_  [§  9,  Gl.  (52.)] 

65.)  /co^.&  =  ata*[£ 

COS2*""5*  +  • 


s*»^ 


(2n-l)(2W-3)      „_.,_,, 
2n(2/»  — 2)(2w  — 4) 

+o?r~1^r?r-5/icosx] 


2»  (2*— 2)(2*— 4) . . .  4  .  2 
(2*-l)(2tt-3)        5.3.1 
^2»(2»  —  2)(2/*  —  4). ..4.2         l*  v     ;J 

66.)    / sinma\  <fo  = suT"1*  cosaH —  I  sin"1-2* .  dx. 

J  m  m    J 

[§  9,  GL  (65.)] 

67.)    /  sin2*1* .  dx  =  —  cos#  —  sin2n-1a:  +  ^     *       „x  sin2n-^r 
J  J  \_2n  2n  (2n —  2) 


_(2»-l)(2»-3)_ 
+  2»(2n  — 2)(2»-4)8m       *  + 
,     (2n  —  l)(2n  —  8)... 5. 3     . 


] 


2»  (2»  —  2)(2n—i)  ...4.2 
(2»—  1)(2»  —  3). ..5. 3.1        r89G1(73n 
+  2»(2«-2)C2»-4)...4.2  *'  [§  9'  °L  {™')] 

^./sin-a;  (»  —  l)smn-'a:Tn—  1/ sin""2«  ls 


7o)  /V  *"<fc     -     *"'  i/^~~p  i  (OT  ~ 1)a*  /Lg^. 

"'  Jyai  —  Xi  m  m       Jya*—z 

[§  9,  GL  ( 
„.  .     f    x^dx  Z-./-S ö  .    ö1         •  /x\ 

71->  jy^rji = " ■&*-*  +  ¥arcsffi(«> 

[§  9,  GL  (96.)  u. 
72.)    fj^f*  t  =  c»  •  «^arcsin^)—  Y&=*>.  Gn(x), 


wobei 
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3*1-1  t  (2n— l)a2z2n-3  ^  (2n—l)  (2n—  3) . . .  3a2—2* 


2;»    '     2»(2»  — 2)     '  2*(2n  — 2)...4.2 

73.)  fx»dTy*^*=-?^Väi^+-^^f-£iL> 

*J  T  m  +  2r  ^  m  +  2/|/o2_ari 

[§  9,  Gl.  (113.)] 

74.)   fdxV&^fi=  |l/^np+  yarcsin(|Y    f§  9,  OL  (iu.)] 
75.)    fxdx  y^^z*  =  _|  («2—  x^Va»—  s*.  [§  9,  Gl.  (115.)] 

76,)  Jx»V&=xi=~  {n  —  l)a**-»+  (»  —  l)aVa^-*|/äir*i" 

[§  9,  Gl.  (116.)] 

77.)    /,   Z. =—  K     .    *.  [§  9,  Gl.  (117.)] 

78.)     /l^==_l1^+V^-^\  [§  9,  Gl.  (119.)] 

y*y^P       «  \      *      / 

7g       /*  x"dx    _  g— '    ,— -p      (m  —  l)a*fx»-*dx 

Jya*+x*      •»  »    Jyd*+x* 

[§  9,  GL  (124.)] 
_„    \  /*  af<&  tf"-1  ,/-3 s  .    0» — IV  fxm~idx 

[§  9,  Gl-  (131.)] 
l§  9,  GL  (127.)  u.  (128.)] 


°^fy£=ä  =  I  ^2~"2  +  T l  <*  +  ^2~a2)- 


9,  Gl.  (132.)] 


81.)    /**»<fe  V«J  +  *»  =  -^rl^T^  +  -^s  ff** 
'  J  m  +  r      T      Tm  +  2/yaJ  +  arJ 

[§9, 


[§  9,  GL  (136.)] 
t"d!r 

[§  9,  GL  (139.)] 
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82.)    idzVä?^  =  Zyrf+^+jl(x+ytf  +  x*). 

[§  9,  Gl.  (137.)] 
82a.)  /  dxVx*=o*  =  |yi^Z^  —  y  1  (s+  Vz^o*).  [§  9.  Gl- (140.)] 

83.)    fxdzVä*+z*  ==  ha*  +  z*)Va»  +  xK  [§  9,  Gl.  (188.)] 

83a.)  /  xdxVxl^tf  =  |(**  —  a  «)]/*»—  a\  [§  9,  Gl.  (141.)] 

M\    f       **  -  V<*  +  *  »  —  2    f        ** 


[§  9,  GL  (143.)] 


.f        dx  Yx*=a~*  n  —  2    f       dx 


|2 

[§  9,  Gl.  (147.)] 


85a.)  f—fi=  =  +  yxi~ai.  [§  9,  GL  (148.)] 

J  x*Yx*—a*  «2* 

86»./Ä-'=-^(£±1?3)-         'S9'0U116>1' 

86a.)  f—fi=  =  -- arcsin(-Y  [§  9.  GL  (160.)] 

J  xVx*—a*  «  W 

87.)    //(*,  V«2—  a:*)cfe  =  ff{aWlt,     aCöBfy.acostdt, 

wobei 

*  Va*—  **       .    J  a:  .    .      \a^  —  x* 

sin<  =  ->   cos<=*-— — »    tg/=    — — =»  ctgt=!—- 

a  a  ya2 — x*      °  a: 

[§  10,  Gl.  (8.)  u.  (4.)] 
88.)  ff(x,  V3+P)&  «/>(.*«,    -^-}  ^ 
wobei 
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sin t  =  —p— »    COS<  =  -t=  >     tg*  =  -,      Ctg<  =  -. 

VW*»  YaP+x*  .  a  * 

[§  10,  Gl.  (10.)  u.  (11.)] 
89.)  //«r,  VP=S)*  -/>(£,.    .*.)■  ^ 

wobei 


sin*=i ,    cos*  =  ->    te^  =  I ?   ctg*  =  -7= — 

*  x      ^  a  ^       -j/^—aJ 

[§  10,  Gl.  (23.)  u.  (24.)] 

90.)    Bilden  die  Coordinaten-Axen  den  Winkel  y  mit  einander, 

so  ist 

b 

F=  sin^y  ydx 

a 

der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  AXABBU  welche  oben  vflh 
der  Curve  AB  mit  der  Gleichung  y  =/'(«),  unten  von  dem 
Abschnitte  AiBl  auf  der  X-Axe  und  links  und  rechts  von  den 
Ordinaten  AXA  und  BXB  mit  den  Gleichungen  x  =  a  und  x  =  & 
begrenzt  wird. 

[§  12,  GL  (2.)] 

91.)    Der  Flächeninhalt  einer  ebenen,  von  zwei  Curvenbogen 

»'=/(*)    und    y"  =  y(«) 
und  von  den  beiden  Ordinaten  mit  den  Gleichungen 

x  =  a    und    x  =  J 
begrenzten  Figur  ist  für  rechtwinklige  Coordinaten 

F=f(y'  —  y»)dx.  [§  13,  GL  (6.)] 

« 
92.)    Der  Flächeninhalt  eines  Sectors  AOB,  welcher  von  zwei 
beliebigen  Radii  vectores  OA  und  OB  und  von  einer  Curve  mit 
der  Gleichung  r  =/(y)  begrenzt  wird,  ist 

S=±fr*d<p.  [§14,  GL  (6.)] 

93.)    Ist  die  begrenzende  Curve  durch  die  Gleichungen 

gegeben,  so  wird  der  Flächeninhalt  des  Sectors  AOB 
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S  =lß*dy  -  yde)  =  \f($  -  y  *)* 

lai  la) 

[§  15,  GL  (6.)] 
94.)  Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,  welcher  die  X-Axe 
zur  Rotations-Axe  hat,  ist 

T=  n/fax.  [§  16,  Gl.  ao.)] 

95.)    Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,   welcher  die  Y-Axe 
zur  Rotations-Axe  hat,  ist 

V^rrfady.  [§  16,  GL  (11.)] 

Vi 

96.)   Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,   welcher  die  Gerade 
x  =  a  zur  Rotations-Axe  hat,  ist 

V=  tt  f(x  —  a)*dy.  [§  16,  GL  (12.)] 

Vi 

97.)    Die  Länge  eines  Curvenbogens  ist  bei  Anwendung  recht- 
winkliger Coordinaten 

.  -fy*+v  -fi.fijgf.fcfj(*f 


yi 


-yVdMD- 


[§  18,  GL  (4a.),  (6.)  u.  (8.)] 


98.)    Die  Länge   eines  Curvenbogens  ist  bei  Anwendung  von 
Polarcoordinaten 


.  -fw+ap  =/^(0+^  =/*|/i+-(f)'- 

[§  20,  GL  (4.)  u.  (7.)] 
99.)  Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers,  welcher  die  X-Axe 
zur  Rotations-Axe  hat,  ist 
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0  =  2nfyds.  [§  22,  GL  (4.)] 

*i 
100.)  Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers,  welcher  die  F-Axe 
zur  Rotations- Axe  hat.  ist 

y» 

-O  =  2nfxds.  [§  22,  GL  5.)] 

yt 
101.)    Die  Länge  des  Bogens  einer  Raumcurve  ist 

[§  24,  Gl.  (7.)  u.  (8.)] 

yW       x — a     x —  0  x  —  k     x — * 

wenn  in 

fix)  =  (*-«)  {x  —  b)..,{x  —  k)(z  —  l) 

die  Wurzeln  a,  J, . . .  A,  /  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  und  wenn  der  Grad  von  <p{x)  niedriger  ist  als  der  von 
f(x).    Dabei  ist 

a      V  (a)       » — » (*)  r—VW      t       VO 

Am  einfachsten  findet  man  die  Zähler  A,  Bf... K,  L  der 
Partialbrüche,  indem  man  in  der  Gleichung 

x     '  #  —  a  x—  b  x  —  k  x  —  / 

der  Reihe  nach  x  =  a,    x  =  J, . . .  x  =  A,    s  =  /  setzt. 
Ist 

i  =  £  +  *t,    c  =  ff  —  hi, 
und  sind  die  Coefflcienten  in  y  (x)  und  /(.r)  sämmtlich  reell,  so 
wird 

B  C    =      P/:+  Q 

t  —  i     a:  —  c      (a:  —  y)2  +  A2 

[§  27,  GL  (3.),  (4.),  (15.),  (16.),  (18.),  (18a.)  u.  (80.)} 
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a;  —  a 


^  (x  —  V     (x  —  b)t>-1^ '         s—  6 

+ 

■         L\        i         L%         ■  |     Li    , 

+  (x  — //^(*  —  //-'  ^"•^a:  — / 

wenn  in 

fix)  =  (*  —  a)*(x  —  b)?...{x  —  lf 

die  Wurzeln  a,b,...l  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind, 

und  wenn  der  Grad  von  <p  (x)  niedriger  ist  als  der  von  f(x).   Ist 

b  =  g  +  hi,    c  =  g  —  K\, 

und  sind  die  Coefficienten  von  f{x)  und  <p  (x)  sämmtlich  reell, 

so  wird  ß  gleich  y,  und  man  kann  setzen 

B*      + äl +       +-üiL- 

(x  —  b}1  T  (x  —  *)/»-' T        Ta;-4 

_cL_    _^_  _£_= 

T  (x  —  ef  ^(x  —  c).*~'T  '  *  *  ^x  —  c 
Prx+Qt  PjZ+Qi  Pßz+Qj> 

•    fe  _  9)*+A*Y't  [(x  -  ff)*  +  *«y-' +  • '  *  "*"  (*-*)J+A2' 

[§  28,  Gl.  (11.)  n.  (36.)] 

104.)  /'  Ädx  „  =  —  , -4 r-:,wenn»>l.  f§  29.  Gl.  (3.)] 

J  (x  —  a/'  {n  —  1)  (x — a)"-v 

105.)  f     _  <l\       ^=  j  aittgfcjY  (VergL  Formel  Nr.  66  d.  T.) 

[§  30,  Gl.  (5.)  u.  (8.)| 

/"__*__ - 2»— 3  f      dt 

106-)y  ^  +  fi,»  -  (2»  —  2)(1  +  ü2)»-'  +2n—  2/(1  +  f*)—1' 

[§  30,  Gl.  (13.)] 


t^jHz-tf+W  =  ä^/ötW''  wobei  * ~~  *  =  M 

io7.)  y^-M=ycos--w,, 


[§  30,  Gl.  (9.)] 


wobei 
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1  /  t 

COSZ=—==r,    sin*  =  --==,  sin« cos«  =7-^-3, 

tgz  =  /,     z  =  arctg/,  [§  30,  GL  (U.),  (16.)  und  (17.)] 

[§  31,  GL  (3.)] 

109)  f(p*+W*  = * 

Pg+Q  /•    cft 

A1»-1  7(1  +  <»)»' 

wobei 

*  —  y  =  ht    nnd     »>  1.  [§  31,  GL  (7.)] 

m         p         •  tcm      xp 

110,)   ff(x,  *»,  x«,  ...)dz  =  ff(t*>  t%  '*,  ...)  ***-'<#, 

wobei   x    das  kleinste    gemeinsame  Vielfache    der   Zahlen   «, 
q,...  ist.  [§  H  GL  (8.)] 

f  /Ay—a       =      ■£■         \  U*— 5a)rfy 
jf\b=By'  y  '  y''   *  •  •>    (6-ly)>  l§  *  GL  (ll)] 

112.)     *■  («,VAr»+2Ä*  +  C)  dir  ^F^j- ?,  y^+p).^, 


wobei 


[§  36,  GL  (1.),  (3.),  (4.)  und  (5.)J 
113.)  JF(r,  VAz*+2Bx  +  G)dr  =fF(^~T^'  Vj^5)^' 


wobei 


y  =  ,  y  y2— a2  =  V  ^'+  2Är +  C,  a  =  

[§  36,  Gl.  (6.),  (8.),  (9.)  und  (10.1] 
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wobei 


j    ,  R      Vb1—  ac 

y  =  _ i*±*.  yj5=p  =  yAz*+2Bz+C,  a  =  r  ^-_    • 

[§  86,  GL  (IL),  (13.).  (!*•)  w»d  (15.)] 
115.)    fF{x,VAz*+2Bx+C)dx 

wobei  

[§  36,  GL  (16.),  (20.),  (21.)  und  (22.)] 


110.)  f       d*         =ii(dE+ä+yAx7+2Bx+A 

}  JVAz*+2Bz+C      VÄ   \    VA  ) 

oder 

f         dx  1  .   /       Ax+B  \ 

/— —  =    . arcsini .  ) 

JyAx*+2Bx+C      y~A  \     yB'—AC/ 

[§  37,  GL  (1.)  und  (4 
117.)    fdzyAc*+2Bz  +  C 


=     1     \A?+»yAx*+2Bz+C 

2yAl  yA 

^-l==\-^±£.yAx^+2Bx+C 

2y=2L    y—A  T 


,  „„     _ !         .   /       Ax+B  VI 

H 1 —  arcsini ) 

V     VBl-AC)\ 


AC—B* 

[§  37,  GL  (9.)  und  (13.)] 


r         ___  f  /P  +  a*  <*  +  a*\  (t*  +  a*)dt 

118.)  ^(r,  yz*±*)dx=Jf  (-^-,  ^=_).L^=_2_, 


wobei 


*  =  r  +  Vt2  +  «'!.  [§  38,  GL  (5.)  und  (1.)] 
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119.)   JF(x,  yAx*+2Bx+C)dx 

~~)F\2(t.YÄ+B)        2(tVÄ+B)      )'~       2(tVÄ+B)* 
wobei 

t  =  x  V2  +  YAz*+2Bx+  U.  »  38,  GL  (10.)  und  (11.)] 

r         —  rj  2at     a(fi+iy\  —2a((1+l)dt 

120.)  jf{r,tf^)dx=Jf(m,  ±=-^}      ^+-2      , 

wobei 

^  _  o+Vg^ar».  [§  39,  Gl.  (5.)  und  (1.)] 

x 

121.)    /F(x,  yAx*+2Br+C)dx 

fMtVC+B)    fiyC+2Bt+AVCf\ 

— 2(<*/l'+  2.BJ+  AyC)dt 
(P—A)*  ' 

wobei 

<  _  I  (|/C  +  y^*»+2Är+ü).         [§  39,  GL  (11.)  und  (12  )] 

122.)  /?"(*,  y{ax+b){cx+d))dx 

r   /bft—d    (bc—ud)f\  2(bc—ad)fdt 
=JF\Z=ffi     c—afi  )     (c-afip     ' 
wobei  

ij  ax+b 
123.)  ftg*zdz  =  ^-  iz-ix—ßg—ixdr.  K  «.  GL  (5.)] 

sin"Vrcos"j<fe=  —  .  , +  — r- /sin— Jxcos»roV, 


fom*xdx  _  cos'"1-'*  w— m+2/cog"s<fo 

125,-)  y    sin"*    ~~  —  («»— l)sin'"-|a;         w— 1  J  sixr-^x 


[§  48,  GL  (6.)] 
43,  Gl.  (7.)] 
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126.)    fctgmxdx  = ^-- ctg«-1^—  Mhg*-*zdx.     [§  43,  Gl.  (11.)] 

127. )    lsmmjtcosnxdx  = lswmxC08n-2xdx. 

J  m+n  m+nj 

I 

128  )  f  ^mzdx  _.       sinw+!g  m— n+2  f&inm*G 

V     cos**    ""  {n—l)cosn"ix         n—1  J  cos"-* 


[§  43,  Gl.  (12.)] 
[xdx 
•x 
[%  43,  Gl.  (13.)] 


129.)   22»kosln<fd<f>  =  J-  sin(2/*y)+  (2/'V-?-  sin(2w— 2)y  + 

G)»h  *^«-*<?+- +Cü1)8,n^) + CD- *■ 

(§  41,  Gl.  (2.)] 

/*  2 

130.)  22',+1/cos2M+,yrfy  =  ^—  sin(2rt+ 1)  y 

+(2"*1)2siny'  l§  44,  GI  (5)1 

181.)   (-lY^ßa^tpdq,  =  ^Sm(2»y)-(21")§^ 8in(2»»-2)9) 

+  (20^=4Sin(2w-4)y-+"+(-1)n"!(«-l)Sin(29>) 
+  (— 1)"(2nW)y-  1S  H  G1,  (8)1 

132.)   (— i)»2**-»-' ßn^+^dtp  =  —  .-—  cos(2»+ 1>/> 

+(2"ri)^c«(8-i^-+ 

[ff  44,  Gl.  (11.)] 
133.)    fe"cos(bx)dx  =  e»  .  "C0S(M+ *SJn(fo)  [§  44,  G1.  (Ä)] 

134.^)    fe^sin(bx)dx  =  ««*  .  ?an(M-iC0Sf^  [§  44,  Gl.  (23.)] 

Stegemnxm- Kiepert  Integral -Rechnung.  37 
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b  b 

135.)  ß(x).h(x)dx=g[a+0(b--a)]fk(x)dx, 

•  0 

wenn  h(z)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  das  Vorzeichen  nicht 
wechselt.  [8  46,  Gl.  (12.)] 

lSbA.)ß(z).h{z)dz  ==  g(@z)fh(x)dz.  [§  46,  Gl.  (13.)] 

0  •    0 

b 
136.)  ySr(a:)cfe  =  (i— ä)g[a+  &{b— a)].  [§  46,  Gl.  (15.)] 


137.)    ff\x)dx  «  lim  ff  \x)dx  =  lim  f{b)—f{a).       [§  47,  Gl.  (2.)] 

•  a 

b  b 

138.)    ff'(z)dz  =    lim    ß'{z)dz=f(b)  —  lim/(a). 

*  «=—09    ß  «  =  —00 

[§  47,  GL  (3.1 
139.)   Ist/'(&)  =  ±oo,  /'(*)  aber  stetig  für  a^x<b,   so  ist 

ff\x)dx  =  lim    /jf W*  =  lim  f{b—ß)  -/(a).  f§  48,  GL  (3.)] 

/  /*=° ;  c=» 

140.)   Ist/'(a)  =  ±oo,  /'(s)  aber  stetig  für  a<a;SJ,  so  ist 
b  b 

ff'(x)dz  =  lim     ff4{x)dx=f{b)  —  lim/(a+a).       [§  48,  Gl.  (5.)] 

a  a-f-o 

141.)   Ist  /'(<*)  =  ±<*>,  /'(*)= +°°>  /'(*)   aber  stetig   für 
a<x<b,  so  ist 

ff\x)dx  =  lim      /jf '(*)«fo  =.  lim/(6  —  ß)  —  lim/(a+  «). 

[§  48,  GL  (7.)] 

142.)   Ist  /'(<0=±oo,  /'(*)   aber   stetig   flu-   a^x<c  und 
c<äS4,  so  ist 

b  e—y  b 

ff\x)dz  =  lim    /jT'(*)dfe+lim  ff\x)dx 

=  /( b)  -f(a)  +  Kmf(c-  r)  -  lim/(  c  +  d). 

[f  49,  Gl.  (1.)] 
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143.)   Ist  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  * 

f\x)  =w0+wl+w2  +  ti3  +  ... 
eine  gleichmässig  convergente    Reihe,    deren    Glieder  w0,   uXl 
U2,  ...  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetige  Functionen  von 

x  sind,  so  ist  auch 

i  b  i 

Ju0dx  +  fui  dx  +fu2dx  +  ... 

a  a  a 

eine  gleichmässig  convergente  Reihe,  deren  Summe  gleich 

f{b)-f(«)=ff\x)dx 

a 

ist.    Dabei  darf  man  noch  die  obere  Grenze  mit  x  bezeichnen. 

[§  51,  Gl.  (&)  bis  (5.)] 

X 

144.)  f  .  dx  =(l  +  *S*  £*»)ucsii* 

'  J  V(l-a:«)(l—  *»**)      V         Ä   *     / 

—  YT=&lZ  cn&»Gn(x), 

**■—  1 

wobei 

1.3.5...  (2n— 1) 


Cu  = 


2.4.6...  (2n) 


x2n~x       (2n—l)x**-~*  (2ii— 1)(2ü— 8).,.8.g 

^-W-   2»     +  (2*)(2k— 2)  +  -"  +     (2»)(2ä— 2). ..4.2 

[§  52,  GL  (2.),  (7.)  u.  (8.)] 
t 

lwjX-/y(.-4.-^-K1+g^) 


Y  yi_^        v      — ,  2»— iy 


[§  52,  Gl.  (9.)  u.  (10.)] 


arcsinx 


, n= »    r  hin 

+  YY^^   S  P~r  GJL*).     [§  52,  Gl.  (15.)] 
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1 


14'-)  £=/7i^r<fe=2(1-BI^=i) 

=  ?(i-^2-^2*-^2*8-...} 

[§  52,  GL  (15a.)] 
148.)   F&9)=L=£ =f]         d* 

=  «oy  — ysin(29>)+^sin(4y)  — |3sin(6y)  +  — ..., 

wobei 

,       .             2«              .   /«\      1—  1/l^P 
*  =  sray,  A=sma  =  rq-p,  e  =  tg^-J= ^ » 

«ft  =  (1+«»)BS  c»2.«'»,  «,  =(1  +  e2)  "if'-«»+«  .  **+*», . .  .f 

>l  =  0  11=0 

«,  =  (1  +  e»)"2  **«+».  «2r+4"> 

,  2 — sin2«      1+e4    ..  «.  ,       .  ,     . 

oder,  wenn  man  — 7-5 —  =    ft  .,  mit  £  bezeichnet, 
'  sin2«  2«2 

(2»  —  l)a„  =  4(n  —  l)an-t  £  —  (2»  —  3)aw_2. 

[§  52,  GL  (31.),  (33.),  (36.),  (37.),  (38.),  (40.),  (44.)  und  OS.)] 

149.)  JB(*f  7)  =  fVl—*2*2  dx—jy i—ffa* uwfy  .  d<p 

J    yi  — x2        J 

u         w  ü 

Ä2 
=  h<P  +  9"  [^i  sin(2y)  —  J?2sin(4</>)  +  #3  sin(6y) h . . .], 

wobei 

2£ft  =  (2  —  k*)a0  —  k*ax ,     45,  =  ör0  —  «,,     16JB2  =  a{  —  a^  , 
3(LB3  =  «2  —  a4, . . .  (2n)*BH  =  aM_i  —  a»+i. 

[§  52,  GL  (34.),  (61.),  (65.)  und  (67.)] 

T 
150.)    A'=if *,£)=/'  rfy  =^-         K  52,  Gl.  (68.)] 
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n 
•2 


151.)    E  =  A|)==^yi~sin2«sinV  =  ^ 
o 

=  j  [(2  —&)%  —  &ax].  LS  52,  Gl.  (69.)] 

b 

152.)     dff\x)dx  =  —f'(a)da+fXb)db.  [§  53,  Gl.  (3.)] 

a 

b  l 

153.)   ^/V(^  t)dx  ^j^l^dx.  »  53,  OL  (8.)] 

«I  o 

154,)  7tj<f(jr,t)dr=z~  *("'$  -  ~£  +  9>(b't)-~di 

b 

+  f^l  dx.  U  53,  GL  (10.)] 


i--\    f      ms         f  -  in  j         (2*§— 1)(2»— 8)....5.3.1    n 

loo.)    /  cos^cfe  =  /  $in2nxdx  =      ^      ' n    m   ^ -. 

'  J  J  2n(2n—  2). ..6.4.2        2 

[§  54,  Gl.  (3.)  und  (5.)] 

156^    --  li     -  -  t  -  1  *-        2n~2        2n 

'}    2  ~~  WJ£  1  "  3  '  3  "  5  "  5  "  7  ' ' '  2n  —  1 '  2/*  —  l' 

[Formel  von  Wallis,  §  54,  Gl.  (33.)] 

157.)    (  fX      =l-»-5---;*»-*> L^.f.   [§55,  GL«,.)! 

^  J(^2+  0-      2  .  4  .  6  . . .  (2n  — 2)  *.-!  Vf    2     l"  *   'J 

o 

158.)    /£"<*  .  x»dx  =  -^-  [§  55,  Gl.  (12.)] 

o 
159.)    In  jeder  trigonometrischen  Reihe 


w=x 


f(x)  =  \a(i+  2  [<*nCO&(nx)  +  bnsw(;nx)], 

welche  in  dem  Intervalle  von  0  bis  2n  gleichmässig  convergent 
ist,  haben  die  Coefflcienten  an  und  J„  die  Werthe 
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2*  1a 

a»=-  lf(z)cos(nx)di;     bA  ==  -  //(#)  sin  (**)</*. 

0  u 

[$  56,  Gl.  (22.)] 

160.)  Der  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur,  welche  oben  (oder 
unten)  begrenzt  ist  durch  die  Curve  y  =/'(*),  unten  (oder 
oben)  durch  die  X-Axe,  links  und  rechts  durch  die  Ordinaten 
x  =  a  und  x  =  4,  ist  näherungsioeise 

F=jf(x)dz  =  |  [/'(<*)+  2f(a+h)+2f(a+2h)+...+2f(b-A) 

a 

+/'WJ=|-(yo  +  2yi  +  2y,  +  . .  .  +  2y._,  -fy*), 
wobei 
»Ä=6-a,  y.=/*0),  y,  =/'(«+*),  ... y„-,  =/'(*— A),  y»=/*(A) 

ist.  [§  58.  GL  {*■)  i.  (6.)| 

161.)  Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  160  beschriebenen 
Figur  ist  näherungsweise 

F=ff'(*)dz  =  2h[f<(a+h)+fia+Sh)+. .  .+/•(*-/«,] 

=  2A  (yt  +  V*  +  . .  •  +  y2n-t), 
wobei  aber 

2«A=*— c,  y,=/'(a+A),  y3=/'(0+3A),  ... y2«-t  =/'(*— *) 
ist.  l§  %  GL  (11-)} 

162.)  Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  160  beschriebenen 
Figur  ist  näherungsweise 

+2/(a+4A)+. . .+  2f'(b—  2h)+tf(b— k)+f(b)], 

=  3(yo+4yi  +2y2+4y3+  2y4+ . . .  +  2y2„_2+4y2n-i+y2«\ 
wobei 
2*A  =  b  —  a,   y0  =/'(«),    yt  =/<(a+A),  y2  =/'(«+ 2Ä), . . . 
y3=/<(a+3A),     ...yu-i=f(b-h),    y2w  =/'(*) 
ist.    (StmpWsche  Regel.)  [§  59,  Gl.  (10.;  u.  (11.)] 
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*« 

163.)  V=fF(x)dx, 

wobei  F(x)   der  Flächeninhalt   eines  Schnittes,   senkrecht  zur 
-X-Axe,  im  Abstände  x  von  der  YZ-Ebene  ist. 

[§  61,  GL  (9.)] 
164.)   Ist  der  Körper  oben  begrenzt  durch  die  Fläche 

unten  durch  die  Fläche 

*"  =  H*>  y), 
vorn  und  rückwärts  durch  die  Cylinder 

Vi  =  <P(*\    Vt.  =  #(*), 
links  und  rechts  durch  die  Ebenen 

X  —  2?j  ,       X  ^s  Xfy 

so  ist  das  Volumen 

r  =fdxA~  -  *")*  =/*//(*,  yMy. 

wobei 

/(*,  y)  =  *' -  «"  =  ,(*,  y)  _  Ä  (*,  y) 

[§  63,  GL  (10.)J 

165.)  f**fA*,y)dy=fdyff{z,y)dx, 

wenn  die  Integrationsgrenzen  o  und  i,  c  und  d  constant  sind. 

«    V(«)  a    g(v) 

wobei 

ist-  |§  65,  Gl.  (2.)  u.  (14.)] 

1 67-)   fff(x*  y)  dxdy  =JJf  (r  cos 9 ■> r  s«1 9)  •  ^ A-. 

a    »(*>  a    '(V)  [§  65,  Gl.  (19.)] 

168.)  f*-"dx  =  \Yn.  [§  66,  Gl.  (38.)] 


584  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln. 

169.)    Der  Flächeninhalt  einer  krummen  Oberfläche  ist 

b     jpix)  b        \p{x)     

o =H|v^w+^=/^j/.+(|)'+(|)' • 

[§  66,  GL  (13 )] 
170.)  Der  Flächeninhalt  einer  krummen  Oberfläche  ist  , 

°  -ff***i* + (w+(W=ffdudcyA2+Bt +cs' 

wobei 

A  __dydz      öy£f     ' 

"*"  du  dv      dv  du 

_  dzdy_&rdy# 
~~  dudc      de  du 

[§  68,  Gl.  (4.),  (8.)  u.  (11.)] 

171.)    Für  räumliche  Polarcoordinaten 

#  =  r  cos/cosy,     y  =  rcos/siny,    s  =  rsinÄ 

[§  69,  GL  (1.)  u.  (5.)] 
172.)  du  =  3/  (<r,  y)dx+N(z,  y)  dy 

ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn 

dy  dx 

ist.    Man  erhält  dann 

u  =  v+f(N  —  p\  dy+  <?,    wobei    v  =JM (*,  y)dx. 

[§  70,  GL  (4a.),  (15.)  u.  (16.)] 
173.)    du  =  JF(ar,  y,  *)  dx  +  G  (x,  y,  z)  dy+H(x,  y,  *)  <fe 
ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn 

dF_dG      dF_dH      dG  _dH 
~5y~W     dz^  dx'      dz       dy 
ist.    Man  erhält  dann 


wird 
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u  =  v  +  w  +  j(H  —  ^  —  -^\dz  +  C\ 
wobei 

,-fm    »=/(«-|>y. 

[§  72,  Gl.  (4a.),  (8.),  (17.),  (22..  u.  (23.)} 

174.)   Die  Differential-Gleichung  erster  Ordnung 
kann  integrirt  werden  durch  die  Reihe 

y  =/(*)  =/W+öf  (*  -  <0  +-^  (*  -  a)»+-  •  •> 

wobei  /(a)  =  b  eine  ganz  beliebige  Grösse  ist.    Die  Coefficienten 
findet  man  aus  den  Gleichungen 

f\x)  =  ?(*,  y), 

f.«/^  _  ö^ '  .  d<f'  *y  _  _„/    •, 


also 

/<(«)=  <p{a,  b),   f"(a)  =  y'(«,  *),    /"'(«)  =  *"(«,  »),..•• 

[§  75,  Gl.  (17.)  bis  (22.;.] 
175.)    Die  simultanen  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung 

dy         ,         .     dz  , 

können  integrirt  werden  durch  die  Reihen 

y  =/(*)  =/(«)  +-^  (*-«)+^*  -  «)2+  •  •  • , 

wobei /(a)  =  b  und  g{d)  —  c  ganz  beliebige  Grössen  sind.    Die 
Coefficienten  findet  man  aus  den  Gleichungen 
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futr\  -d(P    ,d<pdy       dq>  dz  _ 

**(*)  =  <M*>y>  *)• 

also 
/'(a)  =  y(a,i,c)1   f"(a)  =  <p'(a,b,c),   f'"(a)  =  9"(a,  b,  c), . . . 

g'(a)=y(a,b,c),    g"(a)  =  V'(«>  M>    *"'(«)  =  *"(«,  *,  <0,  •  •  • 

[§  75,  GL  (31.),  (37.)  bis  (46.)] 

176.)    Die  m  simultanen  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung 
-g-sptto  y„y„...y„), 

-¥±  =  <p2(x;  y,,yi,...y«), 


-22  =  9m(z;  yu  ys,...y») 


können  integrirt  werden  durch  die  Reihen 

y„  =/„(*)  =/„(«)  +£ö  («  -  »)+^V«)J  +  .  .  ., 

wo  a  =  1,  2, ...  m  zu  setzen  ist,  und  wo 
noch  ganz  beliebige  Grössen  sind.    Dabei  ist 
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/•'(*)  =  9-  (*;  yi»  y*  •  •  •  y»)> 

/•  «/,s  _  ö?«  .  d<r*  dV\  .  %« f^  ,       ■  dy«dy» 

=  y'«(*;  yi,y-i, ■-■!/>»)> 

/a   w~   dx^  dyx   dx^  oft    rfar"1"-""*"  rfy„   <fe 

=  9j"<»(*;  yi»yi,---y«.)> 


also 

fa  (a)     =  ya  (a ;  *, ,  *2,  •  •  •  *»). 

/«'"(«)  =y."(a;*„V  ••*-). 

[§  75,  Gl.  (53.)  bis  (59.)] 
177.)    Die  Differential-Gleichung  mXtt  Ordnung 

dmy /  dy      rf2y  «P"— Jy\ 

kann  integrirt  werden  durch  die  Reihe 

y  =/(*)  =/(«)  +  ^  (*  -  «)  +^  (*  -  «)*+  •  • ., 

wobei 

f{a)  =  *,    /<(a)  =  bu  . . ./«— «(a)  =  iw-i 
ganz   beliebige  Grössen  sind.    Die  höheren  Ableitungen  findet 
man  aus  den  Gleichungen 

/M(a)  =  y(a;Mi,-..*«-i), 


[§  75,  Gl.  (63.)  bis  (68.)] 

178.)  Sind  M(x,  y)  =  Xt  Yu  N(z,  y)  =  X2  Y2,  wo  X,  und  X2 
Functionen  der  einzigen  Veränderlichen  x,  Ft  und  Y2  Functionen 
der  einzigen  Veränderlichen  y  sind,  so  kann  die  Differential  - 
Gleichung  erster  Ordnung 

M(x,y)ilx+N{x,y)dy 
durch  Trennung  der  Variabein  auf  die  Form 
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gebracht  und  ohne  Weiteres  integrirt  werden. 

[§  77,  GL  (2a.)  bis  (7.)] 
179.)  Sind  M(x,y)  und  N(x,y)  homogene  Functionen  mten 
Grades,  so  führt  die  Substitution  y  =  xz,  oder  x  =  yz  in  der 
Differential-Gleichung 

M  (*,  y)dx+N(x,  y)dy 
zur  Trennung  der  Variabein. 

[§  78,  Gl  (1.)  bis  <9.)j 

180.)    Die  lineare  Differential-Gleichung  erster  Ordnung 

|  +  y./(*)  =  y(*) 

wird  integrirt 

a)  nach  Bernoulli,  indem  man  y  =  uz  setzt  und  u  so  be- 
stimmt, dass  in  der  dadurch  sich  ergebenden  Differential-Glei- 
chung der  Factor  von  z  verschwindet; 

b)  nach  Lagrange  durch  Variation  der  Constanten,  indem 
man  bei  dem  Integral  der  linearen,  homogenen  Differential-Glei- 
chung 

die  Integrations-Constante  als  eine  Function  von  x  betrachtet: 

c)  durch  den  integrirenden  Factor 

ip(x)  =  ef/{x)dx- 
Durch  jede  dieser  drei  Methoden  findet  man 

y  =  e-f'M**  [f9(x) .  eff(*)d*  dx+  C} 

[§  80,  Gl.  (9.),  (37.)  u.  (70.)] 

181.)    Ebenso  kann  man  die  Differential-Gleichung 

||  +  y./(*)=yn>y(*) 

integriren,  indem  man  y  =  uz  setzt  und  u  so  bestimmt,  dass  in 
der  sich  daraus  ergebenden  Differential -Gleichung  der  Factor 
von  z  verschwindet. 

IS  81,  Gl.  (1.)  bis  (12.)j 
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182.)    Die  Function  c  heisst  ein  integrirender  Factor  der  Diffe- 
rential-Gleichung 

Mdx  +  Ndg  =  0, 
wenn    c  {Mdx  +  Ndy)    ein    vollständigen   Differential  ist.      Die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  ist 

M  —  -N-—  c(—  —  —\ 
1    dg  dx  ~~     \  dx        dg  / 

[§  84,  OL  (1.)] 
1  /dN      dM\ 
183.)    Ist   -y-(-ä 3-  )  eine  Function  der  einzigen  Veränder- 
lichen x,  so  ist  der  integrirende  Factor 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

[§  84,  Gl.  (4.)] 

184.)    Ist  jji-Q g—)  eine  Function  .der   einzigen   Ver- 
änderlichen y,  so  ist  der  integrirende  Factor 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  g. 

[§  84,  Gl   (14.)] 

185.)    Ist  (-* -^- j  eine  Function  der  einzigen 

Veränderlichen  *  =  xg,  so  ist  der  integrirende  Factor 


f(*N     dlt\ 


dt 


gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

|§  84,  Gl.  (25.)] 

,*    TA           z2        /dN      dM\    .       ^      A.       , 
186.)    Ist  —  f  ^ -3—  1  eine  Function  der  einzigen 

Veränderlichen  2  =  -,  so  ist  der  integrirende  Factor 

rnN  bJi\    mm 
v  =  e^    Äx     *y    *M  +  yN 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

[§  84,  OL  (39.)] 
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187.)    Ist  ■   M xr("ä fl—)  e*ne  Function  der  einzigen 

Veränderlichen  z  =  x* '  +  y2,  so  ist  der  integrirende  Factor 


gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

[§  84,  GL  (52.)] 

188.)    Bezeichnet  man  -jr  der  Kürze  wegen  mit  p,  so  wird  die 

Integration  der  Differential-Gleichung 

x  =  <p(p) 
durch  die  Ermittelung  von 

ausgeführt.  H  **  GL  (2.)  u.  (5.;] 

189.)   Die  Integration  der  Differential-Gleichung 

wird  durch  die  Ermittelung  von 


fCr 


x  =  f9'(P>¥ 

J     p 

ausgeführt.  [§  86,  Gl.  (15.)  u.  (18.)] 

190.)   Die  Integration  der  Differential-Gleichung 

*=f(yip) 

wird  auf  die  Integration  der  Differential-Gleichung 

zurückgeführt.  l§  86,  Gl.  (29.)  u.  (30.  )J 

191.)   Die  Integration  der  Differential-Gleichung 

wird  auf  die  Integration  der  Differential-Gleichung 
zurückgeführt.  IS  w,  OL  (40.)  u.  (41. )] 
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191a.)  So  kann  man  z.  B.  die  Differential-Gleichung 

y  ==*•/(/>) +  ?(/>) 

auf  die   Integration   der   linearen  DifferentiaUGleichung   erster 
Ordnung 

[p-f(p)]pp-*-f'(p)  =  <P%P) 
zurückfuhren.  [§  86,  gl  (43.)  u.  (45  )i 

192.)    Ans  der  allgemeinen  Lösung 

G(*,y,  C)  =  0 
einer  Differential-Gleichung  findet  man  die  singulare  durch  Eli- 
mination von  C  aus  den  beiden  Gleichungen 

G(*,y,C)  =  0und  *g»ff°>-a 

[§  87,  GL  (3.)  u.  (6.)] 

193.)    Die   Differential -Gleichung   der  isogonalen  Trajectorien, 
welche  die  sämmtlichen  Curven  der  Curvenschaar 

F(z,yyu)  =  0 
unter  dem  constanten  Winkel  $  schneiden,   findet  man  durch 
Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

Fix,  y,  u)  =  o 

und 

(Fx  cos  #  —  J^sin#)<fe  +  (Fx  sin  &+Fx  cos  #)dy  =  0. 

[§  89,  Gl.  (1.)  u.  (8.)] 
194.)  Die  Differential-Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien, 
welche  die  sämmtlichen  Curven  der  Curvenschaar 

Fix,  y,  u)  =  ü 
unter  rechtem  Winkel  schneiden,  findet  man  durch  Elimination 
von  u  aus  den  Gleichungen 

F  (*,  y,  u)  =  0    und    —  F%dx  +  Fxdy  =  0. 

[§  89,  GL  (11.)] 
195.)    Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

F(x,y,u)=f(z)  +  g(y)-u  =  0 
genügen  der  Differential -Gleichung 

*L  =  -^L.  [§  90,  GL  (65.)  u.  (57.)] 

fix)      g'(y) 
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196.)    Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

gentigen  der  Differential-Gleichung 

TW  ~~    g'(y)   "  (    )] 

197.)    Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

F(r,  <py  u)  =  0 

genügen  einer  Differential-Gleichung,  die  man  durch  Elimination 
von  u  aus  den  Gleichungen 

ündet.  [§  90,  GL  (75.)  u.  (83.)] 

198.)    Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

F(X,  %  u)  =/(r)  +  (/(y)  -  u  =  0 
genügen  der  Differential-Gleichung 

^5w=^r'[§90,G1'(101)u-(103a-)l 

199.)   Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

f{r).g{<p)  =  u 
genügen  der  Differential-Gleichung 

200.)   Das  allgemeine  Integral   der  Differential-Gleichung  m*r 
Ordnung 

kann  auf  die  Form 

gebracht  werden.  [§  92,  Gl.  (l.)  u.  (22.)] 
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201.)    Das  allgemeine  Integral  der  Differential-Gleichung 

findet  man  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 

[§  93,  GL  (1.),  (3.)  u.  (5.)] 

202.)   Das  allgemeine  Integral  der  Differential-Gleichung 

findet  man  durch  Elimination  von  q  aus  den  Gleichungen 

[§  93,  Gl.  (23.)  u.  (26.)) 
203.)   Das  allgemeine  Integral  der  Differential-Gleichung 

18t 

--  r      d* 

JVct+*ffM<fy 


c2. 

94,  GH.  (1.)  u.  (7.)) 


204.)   Die  Differential-Gleichung 

<*'y  _  y. 

hat  die  Lösung 

£  — * 

y  =  A  .ea  +  B .  e  °  .      [§  94,  Gl.  (8.)  n.  (18.)] 

205.)    Die  Differential-Gleichung 

dly y_ 

dz*  ~       al 

hat  die  Lösung 

y  =  A  sin(j)  +  B  COs(£) .  f§  »*,  GL  (19.)  u  (26.)] 

Stegemiuui-  Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  33 
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206.)   Das  allgemeine  Integral  der  Differential-Gleichung 

_=/(r),    wo   r  =  ^ 
findet  man,  indem  man  die  Gleichung 

JyOx  +  2/(r)dr 

nach  r  auflöst  und   das   in   Formel   Nr.  200   angegebene  Ver- 
fahren anwendet.  [§  94,  Gl.  (29.),  (33.)  u.  (34.)] 

207.)    Die  Differential-Gleichung 

v(     dfiy     tf»+'y  chy\  __ 

*\*'  dP    dtf+S  **^V~Ü' 
reducirt  sich  auf  die  Form 

dr         dP~nr 


/  dr  <*m~nr\_f, 


wenn  man  V?  mit  r  bezeichnet.  [§  95>  Gl.  (l.)  bis  (3.)] 

dxn 

208.)    Die  Ordnung  der  Differential -Gleichung 
/     dy      dhf  *V\     ft 

wird  um  eine  Einheit  erniedrigt,  wenn  man  -r-=P  setzt  und 
y  zur  unabhängigen  Veränderlichen  macht.  [§  95,  Gl.  (10.)  bis  (13.)] 
209.)   Die  Ordnung  der  Differential-Gleichung 

<«**  &  ■••£)-• 

wird  um  eine  Einheit  erniedrigt,  wenn  die  Gleichung  in  Bezug 

auf  die  Grössen  y,  -j-i  ~|,  . . .  y-^  homogen  ist,   indem  man 

durch  die  Gleichung  ' 

dy 

u  als  abhängige  Veränderliche  einfuhrt.      [§  &>,  Gl.  (76.)  bis  (81.  >] 
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210.)    Das  allgemeine  Integral  der  homogenen  linearen   Diffe- 
rential-Gleichung 

in  welcher  die  Coefflcienten  /1?  /2, . .  ./m  constante  Grössen  sind, 
ist 

y  =  C\  .  er>*+  C2.e'**  +  ...  +  Cm.  /"*, 

wobei  ru  r2,  . .  .rm  die  Wurzeln  der  Gleichung 

F(r)  =  r-  +/ti— 1  +/2r— 2  +. . .  -f  fm^r+fm  =  0 

sind,  vorausgesetzt,  dass  rn  r2,  ...rm  sämmtlich  von  einander 
verschieden  sind.  »  97,  Gl.  CD,  (15.)  und  (17.)] 

211.)   Ist 

rx  =  a+  bi,    r2  =  a  —  it, 

so  kann  man  Cx .  a**+  C\  .  ^*  ersetzen  durch 

**[Acoa(bx)  +  Äsin(ijr)]. 

|§97,  Gl.  (26.)  bis  (28.)  | 

212.)   Sind  unter  den   Wurzeln  rt,   r2,   ...r»  der  Gleichung 
^(r)  =  0  gleiche  vorhanden,  ist  z.  B. 

r,  =  r2  =  . . .  =  ra, 

so  giebt  Formel  Nr.  210  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral; 
dieses  hat  in  diesem  Falle  vielmehr  die  Form 

y  =  (t\  +  C2x  +  G\x*  +  . .  •+  CU—'^'+C'a+i  •  *r*+x*  + 

[§  97,  Gl.  (44.).  (51.)  und  (61.)] 

213.)    Das  allgemeine  Integral  der  nicht  homogenen  linearen 
Differential-Gleichung 

ist,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  F(r)  =  0  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sind, 

38* 
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*ri*  x  pr~*  x 

+  •  •  •  +  £r-\  [°"  +  M*)  '  **<**}-         »  *  GL  M  und  (».)] 

214.)   Ist  y,  ein  particuläres  Integral  der  homogenen  Differential- 
Gleichung 

S+/.(«)  £S  +  . ..+/-.(*)  J+/^).|r  =  o, 
so  lässt  sich  die  nicht  homogene  Differential-Gleichung 

durch  die  Substitution 

y  =  yi{f«dx+A),    oder    *  =  |(£) 

auf  eine  nicht  homogene  Differential-Gleichung  (m  —  l)Ur  Ord- 
nung von  der  Form 

V\  O^x  +  9\(*)  j^=2  +•  •  •  +#»- 1(*)  • u  =  <K*) 
zurückfuhren.  [§  98,  Gl.  (36.)  bis  (43/>] 

215.)    Sind  yl9  y2,  . . .  y„  /*  particuläre  Integrale  der  homogenen 
Differential-Gleichung 

so  lässt  sich  die  nicht  homogene  Differential-Gleichung 

£?  +/.(*)  £ä  + . ..+/■(*)  •  y  =  **) 

auf  eine  andere  nicht  homogene  Differential-Gleichung  (m — !•)*•* 
Ordnung  von  der  Form 
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znrückfiihren,  wobei 

y  =  ^iyi  +  ##2  +  •  •  •  +  <?»#» 

und 

C'|  =Jbdx  +A{,      C2  =J<Pi(z)  .  0<fc  +  Av 

...  Cn  =fo  n-\{z)  .  Vdx  +  An. 

Die  Functionen   <pi{x\   %{x)t   . . .  y»-i(#)   sind  durch  die 
Gleichungen 

tfC,    ,       dC2    ,  ,       <*C*      A 

«fy,  rfC^     ^rf^  <*y«<rt7»_0 

dz   dz       dz  dz       " '       dz   dz         ' 


(fr-^tfC',       d^-hfidCj      ■  d»-*yndCn  _ 

erklärt.  [§  98,  GL  (52.)  bis  (66.11 
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